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Voorwoord

In het academisch jaar 1969-1970 werd op het Mathematisch Centrum een
colloquium gehouden over halfalgebra's en positieve operatoren. Het ging
daarbij vooral om de spectrale eigenschappen van positieve operatoren en
elementen van bepaalde halfalgebra's. Ook de samenhang tussen beide onder-
werpen werd besproken. Dit boekje geeft een verslag van de in dit colloquium
gehouden voordrachten. Voor de lezer is er een appendix aan toegevoegd,
waarin een overzicht wordt gegeven van de voornaamste begrippen en stel-
lingen uit de spectraaltheorie. Bij de samenstelling van de verschillende
hoofdstukken van dit boekje werd het in de appendix behandelde als bekend

verondersteld.

Augustus 1970 M.A. Kaashoek
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Hoofdstuk I
Lokaal kompakte halfalgebra's
door

M.A. Kaashoek

1. Definitie en voorbeelden

Zij B een Banachalgebra met een eenheidselement e. Een niet-lege deel-

verzameling A van B heet halfalgebra als

a,beA; a > 0 => atb, ab, aacA.

Een halfalgebra A heet lokaal kompakt als A # {0} en

An{xeB: ||x|| < 1}

is kompakt.
Zij A een halfalgebra in B. Dan is

E=A-A

een reéle deelalgebra van B. Als A # {0} en dim E < +o, dan is A zeker
lokaal kompakt. Niet alle voorbeelden zijn zo triviaal.

1.1 Stelling. Zij t # 0 in B. Onderstel dat het spektrum o(t) van t splitst

in twee disjunkte gesloten deelverzamelingen o, en 0, en wel zo dat

(i) 9, is een eindige (eventueel lege) deelverzameling van polen van
t en 01ﬂ{aeB: a >0} = ¢;
(ii) 9y is leeg of er is een getal o > 0 in o, 20 dat
o, = o(t)n{r: |A| < a}

o n{x: [A] = a}



is een eindige verzameling van polen van t.

Dan is de gesloten halfalgebra voortgebracht door t lokaal kompakt.

Zij teB. De gesloten halfalgebra voortgebracht door t geven we aan met
A(t). Per definitie is A(t) de afsluiting (in de normtopologie van B) van
de verzameling

k

logt+ .00+ atTias >0 (i =1,...,k), k=1,2,...} .

Zij
E = A(t) - A(t) .

Als dim E < 4+, dan is er een niet-konstante veelterm p(X) met p(t) = O.
Volgens de spectrale afbeeldingsstelling (Appendix 1.9) moet o(t) dan
eindig zijn. We kunnen dus Stelling 1.1 gebruiken om "oneindig dimensionale"

lokaal kompakte halfalgebra's te konstrueren.

1.2 Probleem. Is het omgekeerde van Stelling 1.1 ook juist? In §4 van dit
hoofdstuk zullen we aantonen dat dit onder bepaalde voorwaarden inderdaad
het geval is. Zonder deze extra voorwaarden is het antwoord op de gestelde

vraag nog onbekend.

1.3 Bewijs van Stelling 1.1 (Schets). Zij p, de spectrale idempotent be-
horende bij de spectrale deelverzameling 0,4, €n zij Py die behorende bij
9y (zie §1 van de Appendix). Het is voldoende om te bewijzen dat A(tp1)
en A(tpz) lokaal kompakt zijn of alleen uit het nulelement bestaan. Omdat
o, een eindige verzameling is van polen van t, ligt A(tp1) in een eindig
dimensionale deelalgebra van B. Dus A(tp1) is lokaal kompakt of A(tp1) =
= {0}.

Uit de spectraaltheorie volgt nu dat we verder zonder bezwaar voor de
algemeenheid mogen aannemen dat o, = @#. Dan is p, = e, en dus t = tpz.
Door t te vervangen door a-1t zien we ook dat we zonder bezwaar voor de

algemeenheid mogen aannemen dat a = 1. Er geldt dan



Hier duidt r(s) de spectraalradius san van een element s in B.
Blijft te bewijzen dat A(t) lokaal kompekt is. Neem b in A(t) met
llbn][ <1 voor n = 1,2,... . We moeten bewijzen dat de rij {bn} een conver-

gente deelrij heeft. Daar bn tot de afsluiting behoort van de verzameling

{a1t + ...+ aktk: s > 0}

is het voldoende deze bewering te verifi€ren voor het geval dat

D) ak(n)tk
bk=

met ak(n) > 0 en a, (n) = 0 voor n voldoende groot. Omdat

1

r(t) = 1€0(t)

volgt uit de spectrale afbeeldingsstelling dat
r(b) =) aln).
n k=1 k
<
Daar r(bn) 5_[|bn|| < 1 volgt
) a (n) < 1.
k=1 k

Maar dan is er een deelri] {ni} van de rij der natuurlijke getallen waarvoor
geldt dat de rij {ak(ni)}i convergeert voor iedere k. Door over te gaan op

de deelri] {ni} mogen we aannemen dat

Bk = l;m ak(n)

bestaat. Merk op dat

By 2



Zij p de spectrale idempotent behorende bij de spectrale verzameling
o(t)n{r: |A| =1},

en zij s = t(e-p). Omdat r(s) < 1 volgt dat ||s"|| = 0, en dus convergeert

de reeks

I st
k=1
in de norm van B, Zij 4 de som van deze reeks. Dan volgt uit het boven-

staande dat

d = lim bn(e-p)
n

Om te bewijzen dat de rij {bn} een convergente deelrij heeft, is het
dus voldoende om aan te tonen dat de rij {bnp} een convergente deelrij

heeft. Immers
b = bn(e-p) +op (n=1,2,...) .
De existentie van zo'n deelrij volgt direkt uit het feit dat deze rij een

begrensde rij is gelegen in een eindig dimensionale ruimte.

Stelling 1.1 is een uitbreiding van Theorem 5 in [2] (zie ook Theorem

9 in [5]).

2. Idealen
Zij A een halfalgebra. Een niet-lege deelverzameling J van A heet een
rechtsideaal in A als

(i) J is een halfalgebra,

(ii) wuit xeA, aeJ volgt axed.

Evenzo definieert men een linksideaal en een twee-zijdig ideaal. Een ideaal

J in A heet gesloten als J een gesloten deelverzameling is van A in de re-

latieve topologie geinduceerd in A door de normtopologie van B. Daar een



lokaal kompakte halfalgebra gesloten is, is in een lokaal kompakte half-
algebra een gesloten ideaal gesloten in de Banachalgebra B.

Een gesloten rechtsideaal J heet een minimaal gesloten rechtsideaal

als J # (0) en de gesloten rechtsidealen van A bevat in J zijn het nul-

ideaal en J.

2.1 Lemma. In een lokaal kompakte halfalgebra bevat ieder gesloten rechts-
ideaal # (0) een minimaal gesloten rechtsideaal. Een soortgelijke uitspraak
geldt voor gesloten linksidealen en gesloten 2-zijdige idealen.

Bewijs: Zie [1], Lemma 1.

In een lokaal kompakte halfalgebra is er dus een "minimum conditie" op
de gesloten rechtsidealen.
Zij D een deelverzameling van de halfalgebra A, die niet-leeg is. De

rechter annihilator van D (notatie: Dr) is per definitie de verzameling van

alle x in A met ax = 0 voor iedere a in D. Dus
D := {xeA: ax = 0 voor iedere aeD} .

Evenzo definieert men de linker annihilator van een niet-lege deelverzame-

ling van A.
Merk op dat Dr een gesloten rechtsideaal is. Is D zelf een rechts-

ideaal, dan is D, een gesloten 2-zijdig ideaal.

2.2 Lemma. Zij E een gesloten deelverzameling van de lokaal kompakte half-
algebra A, en onderstel dat aEcE (a > 0). Zij a een element in A met

{a}rnE = (0) .

Dan is aE gesloten.

Bewijs: Zie [1], Lemma 2.

Een idempotent p (zie Appendix 1.11) in A noemen we een rechts mini-
maal idempotent van A als pA een minimaal gesloten rechtsideaal is in A.

Merk op dat een rechts minimaal idempotent ongelijk nul is.



2.3 Propositie. Zij A een lokaal kompakte halfalgebra, en zij M een mini-

maal gesloten rechtsideaal in A. Als p # O een idempotent is in M dan
pm = m (meM) .

I.h.b. geldt pA = M, en dus is p een rechts minimaal idempotent.
Bewijs. Zij J = {meM: m-pmeM}. Dan is J een gesloten rechtsideaal bevat in
M. Omdat O # peJ en M minimaal is, volgt M = J. Daaruit volgt

m - pms{p}rnM (meM) .

Nu is {p}rnM een gesloten rechtsideaal bevat in M, echter # M want p&{p}r.

Dus {p}rnM = (0), en daaruit volgt dan m = pm voor iedere m in M.

2.4 Propositie. Zij A een lokaal kompakte halfalgebra, en zij M een mini-
maal gesloten rechtsideasl in A. Neem a in A, en stel aM # (0). Dan is aM
een minimaal gesloten rechtsideaal.

Bewijs. Merk op dat {a}rnM een gesloten rechtsideaal is bevat in M. Uit het
gegeven volgt dat

{a}rnM #M.

Daar M minimeal is, volgt dan direct {a} nM = (0), en dus is volgens Lemma
2.2 aM gesloten.

De verzameling aM is zeker een rechtsideaal. We moeten dus alleen nog
bewijzen dat aM minimaal is. Zij I een gesloten rechtsideaal gelegen in aM,

en onderstel dat I # aM. Zij
J = {meM: ameI} .

Dan is J een gesloten rechtsideaal in M en J # M. Dus J = (0), maar dan ook

I = (0). Daaruit volgt dat aM een minimaal gesloten rechtsidesal is.

We noemen een halfalgebra D een delingshalfalgebra als

D := D\ {0}

een groep is t.o0.v. de vermenigvuldiging.



12.5 Stelling. Zij p een rechts minimaal idempotent in de lokaal kompsakte
halfalgebra A. Dan is D = pAp een lokaal kompakte delingshalfalgebra.
Bewijs. (vergelijk [1], Theorem 2). Zij pap # O voor een element a in A. We

gaan eerst bewijzen dat de vergelijking
papX = p

een oplossing heeft in D. Daarvoor is het voldoende om aan te tonen dat de

vergelijking
(pa)Y = p (»)

een oplossing heeft in M = pA.

Volgens het gegeven is M een minimaal gesloten rechtsideaal, en
(pa)M # (0) want p = p2 behoort tot M en pap # 0. Uit Propositie 2.4 volgt
dan dat (pa)M een minimaal gesloten rechtsideaal is. Maar (pa)McM. Dus
(pa)M = M. De vergelijking (*) heeft dus een oplossing in M.

Neem nu d1 en d2 in D*, en stel d1d2 = 0. Volgens het voorgaande is er

een 4 in D zodat d2d = p. Daaruit volgt

d, =d;p = d1(d2d) = (d1d2)d =0 .

Contradictie. Dus d1d.2 # 0, en D is gesloten t.o.v. de vermenigvuldiging.
Merk op dat p een éénelement is in D'. Verder heeft ieder element d
in D een inverse, want de vergelijking dX = p is oplosbaar in D en de op-
lossing ligt in D want p # 0. Dus D is een groep.
Zonder moeite is in te zien dat D een halfalgebra is. Verder is D een

gesloten deelverzameling van A, Dus D is lokaal kompakt.

Een halfalgebra A heet strikt als An(-A) = (0), d.w.z. als uit a en
-a in A volgt a = 0. Een element p in een halfalgebra A heet een &énelement
als

pa = ap = p (aea) .

Merk op dat een &énelement idempotent is.



2.6 Stelling. Zij A een strikte gesloten delingshalfalgebra met &énelement
+

p. Dan A = R p.

Bewijs. (Zie [ 1], Theorem 3). Zij ueA. We bewijzen eerst dat Ap-ueA voor

A > ||u||. Definieer voor » > ||ul|

© un—1
b =
A n=1 ¢
waarbij W0 = p. Dan b,€A en bx()‘p-u) = (Ap-u) b, = p. Dus

_ =1
Ae-u-b)‘eA.

Zij w = inf{X: Ap-ueA}. Omdat A strikt is, is u > O. Omdat A gesloten

is, is up - u in A. We zullen bewijzen dat

Stel y # 0. Dan is vp - y-1 in A voor v voldoende groot en positief. Maar

dan ook
- I
(u-e)p -u =y -ep =eylCpy eA

voor € > O voldoende klein. Contradictie, want p = inf{A: Ap-ueA}. Dus

¥y = 0 en u = up. Daaruit volgt AdR+p. Daar peA geldt zeker R+pCA.

2.7 Stelling. Zij A een lokaal kompakte halfalgebra, en zij M een minimaal
gesloten rechtsideaal in A met M° # (0). Dan bevat M een idempotent # O.
Bewijs. (vergelijk [1], Theorem 1). Het bewijs gaat in vier stappen.

1. Volgens het gegeven is er een element teM zo dat tM # (0). 2ij

J = {t}rnM .

Dan is J een gesloten rechtsideasl bevat in M en J # M. Daar M minimsal is,
volgt J = (0). Dus

tx # 0 (0 # xeM) . (1)



2. Neem aan dat A kommutatief is. Uit (1) volgt dat xM # (0) voor
jedere 0 # xeM. Daar xMcM volgt dan uit Propositie 2.4 dat

M =M (0 # xeM) .

Het is niet moeilijk om aan te tonen dat de laatste formule impliceert dat
M~ = M\{0} een groep is t.o.v. de vermenigvuldiging in A. Het &&nelement
van deze groep is een idempotent # O en ligt in M. Voor het kommutatieve
geval is de stelling dus bewezen.

3. We keren nu weer terug naar het algemene geval. Zij t als in 1. Be-
schouw A(t), de gesloten halfalgebra voortgebracht door t. Daar A(t)cM
geldt voor iedere s # 0 in A(t) dat ts # O (zie formule (1)). Maar A(t) is

kommutatief. Dus st # O voor iedere s # O in A(t). Maar dan ook
sM # (0) (0 # sea(t)) .
We kunnen nu de argumentatie van 1. herhalen om te bewijzen dat
sx # (0) (0 # xeM) .
I.h.b. geldt
545, #0 (2)

voor ieder paar s, en s, ongelijk nul in A(t).

4. Merk op dat A(t) een lokaal kompakte kommutatieve halfalgebra is.
Volgens Lemma 2.1 bevat A(t) een minimaal gesloten ideaal, zeg N. Omdat
A(t) geen nuldelers heeft (zie formule (2)), geldt N° # (0). Volgens 2.
bevat N dan een idempotent p # 0. Daar NcA(t)cM, is p een idempotent onge-
1ijk nul in M.

We merken nog op dat in het bewijs van Stelling 2.7 geen gebruik is
gemaskt van de eigenschappen van de norm. Het mag daarom verwacht worden
dat deze stelling ook juist is voor lokaal kompakte halfalgebra's gelegen

in topologische (niet noodzakelijk normeerbare) algebra's.
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3. Enkelvoudige halfalgebra's

Een halfalgebra A heet enkelvoudig als A alleen maar triviale 2-zijdige
idealen heeft, d.w.z., als (0) en A de 2-zijdige idealen in A zijn.

3.1 Voorbeeld. Zij Mn(C) de algebra van alle nxn-matrices met complexe
elementen. We veronderstellen dat Mn(C) voorzien is van een of andere al-
gebra-norm. Met zo'n norm is Mn(C) dan een Banachalgebra.

De verzameling Mn(R+) van alle nxn-matrices met niet-negatieve ele-
menten is een halfalgebra in Mn(C). Deze halfalgebra is lokaal kompakt,
strikt, enkelvoudig en heeft een éénelement. Het blijkt dat Mn(R+) door

deze vier eigenschappen wordt gekarakteriseerd.

3.2 Stelling. (zie [1], Theorem 10). Als A een lokaal kompakte, strikte,
enkelvoudige halfalgebra is met een éénelement, dan is A isomorf met Mn(R+)

voor een of ander natuurlijk getal n.

Het bewijs gaat in een aantal stappen. In het volgende is A een lokaal
kompakte, strikte, enkelvoudige halfalgebra met éénelement 1. Omdat A # (0),
is 1 # 0. Als B en D niet-lege deelverzamelingen zijn van A, dan is per
definitie

BD = {Zi b.d.: b.eB, d.eD} .
1. Zij M # (0) een rechtsideaal in A. Dan Ve # (0).
Bewijs. Stel M = (0). Dan

(aM) (AM)cAM® = (0) . (1)

.
Merk op dat AM een 2-zijdig ideaal is. Omdat 1eA, is AM # (0). Dus volgt
AM = A. Uit (1) volgt dan dat 2% = (0). Contradictie, want 1eA% en 1 # 0.
Omdat A lokaal kompakt is, bevat A volgens Lemma 2.1 minimale gesloten
rechtsidealen. Volgens 1. voldoet ieder minimaal gesloten rechtsideaal in
A aan de voorwaarden van Stelling 2.7. Er zijn dus rechts minimale idem-

potenten in A. Zij F de verzameling van alle rechts minimale idempotenten



1

in A. Dan F # @ en
2. FA = A,
Bewijs. Merk op dat FA een rechtsideaal # (0) is. Omdat A enkelvoudig

is, is het dus voldoende om te bewijzen dat
AFA c FA .

Neem peF en aecA. Als ap = 0, dan apx = OcFA voor iedere xeA. Stel
ap # 0. Dan is (ap)(pA) # (0), en dus (zie Propositie 2.4) is (ap)(pA) een
minimaal gesloten rechtsideaal in A. Daaruit volgt de existentie van een

qeF zo dat
(ap)(pA) = qA .

Maar dan ap = @b voor een beA en dus apx = q(bx)eFA voor iedere xeA. Daar-
uit volgt AFAcFA.

3. Voor iedere p en q in F geldt pAq # (0).

Bewijs. Stel pAq = 0. Dan qe(pA)r. Omdat (pA)r een 2-zijdig ideaal is
en q # 0 volgt hieruit dat (pA)r = A. Contradictie, want pé(pA)r.

L. Zijn p en q in F, dan is er een u #¥ 0 zo dat
pAq = R+u .

Als p = q, dan kunnen we u = p nemen.
Bewijs. Neem O # v = qapeqAp. Dan v(pA) # (0) en dus is vpA een mini-
maal gesloten rechtsideaal (zie Propositie 2.4). Omdat vpAcqgA volgt vpA =

= qA, en dus
v(pAq) = qAq .
Maar dan is er een element u in pAq zo dat vu = q. Merk op dat
+
(pAq)v = pAgap < pAp =R p
volgens de Stellingen 2.5 en 2.6. I.h.b. geldt dan

+
pAq = (pAq)vu c R+pu =R u .
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Daar uepAq geldt zeker R+u € pAq. Dus pAq = R+u.

5. Er zijn UysUnseessl in F zo dat

T=u +u,+...+u , u =0 (i #3) .

1 n 1%

Bewijs. Omdat 1€A en FA = A zijn er eieF en a el (i =1,...,n) zo dat

1 = ey tey@, + ... tea . (2)

Kies de representatie van 1 26 dat n zo klein mogelijk is in (2). We zullen

dan bewijzen dat u, =e.a, (i = 1,...,n) de gewenste eigenschappen heeft.
Vermenigvuldig (2) rechts met e, en bedenk dat (volgens L) ejae, =

= xe1 met A > 0, dan volgt

(1-A)e1 =eyase, + ... +eae, . (3)

Daaruit volgt A > 1, want als 0 < A < 1 dan kunnen we e, substitueren in

(2) en krijgen dan een representatie van 1 van de vorm

1= e2b2 + ...+ enbn .
Deze representatie is "korter" dan (2). Dus A > 1. Omdat A strikt is volgt

uit (3) direct dat A > 1 onmogelijk is. Blijft A = 1, d.w.z.

e,a.e, = e1 s e a.e. + ... + ena e, =0 .

177171 2271 n 1

Omdat A strikt is, volgt uit de laatste gelijkheid e;a.e, =0 (i =2,...,n).
Door e, te verwisselen met ej krijgen we dan

e.a.e. = e, , e.a.e, =0 (i #3) .
Nemen we u, = e.a. voor i=1,...,n, dan volgt hieruit

T=u +...+u , u=u , u;u, = 0o (i#3) .

2 _ i . ‘ .
Omdat O # u; = u; = ui(eiai) is ui(eiA) # (0), en dus is ui(eiA) een mini
maal gesloten rechtsideaal (Propositie 2.4) dat u, bevat. Maar dan uieF

volgens Propositie 2.3.
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6. Voor iedere i en j is

u.Au. = B+e.. (&)
19 1J

voor een of ander element eij # 0 in uiAuj. De elementen eij kunnen zo ge-
kozen worden dat

ey Ty (i=1,...,n), eijejk = ey (i,5,k = 1,...,n),

®i5%1 = 0 (j # k).

Bewijs. Omdat uieF,bestaan er volgens 4. elementen eij die voldoen aan
formule (4). Bovendien mogen we volgens L. e;; = u; nemen (i =1,...,n).
Dat doen we dan ook. Hoe we nu verder ook ©i; (i # j) kiezen, steeds is
voldaan aan eijekl = 0 voor J # k, want ujuk = 0 voor j # k. De keuze van
e3 (j # i) wordt dus bepaald door de eis eijejk = ey

We beginnen met e,. (k # 1) zo te kiezen dat voldaan is aan de formule

1k
(4). Neem vervolgens j # 1 en k willekeurig. Omdat (Auk)l een 2-zijdig
ideaal is, dat w niet bevat, volgt uit het enkelvoudig zijn van A dat

(Auk)l = (0). Daaruit volgt dat

(0) # e1jAuk = e1jujAuk c u1Auk

en dus

e1jujAuk = u1A.uk .
De vergelijking
e,.X=¢e (5)

heeft dus een (en precies een) oplossing in ujAuk, zeg ejk' Daarmee is ejk
gekozen voor elke j en k. Merk op dat voor j = k > 2 de oplossing van (5)
gelijk is aan u.. Verder is ejk # 0 in ujAuk, dus is zeker voldaan aan for-
mule (L4).

Uit (5) volgt dat e1jejk = e, voor j # 1. Omdat €119 = €1k geldt

dus



1k

e1jejk = e (jbk = 1,...,n) .

Neem nu i, j en k willekeurig. Omdat

+
eijejk € uiAuk = R ey

1s eijejk = Aeik en dus
1k T ®1i (eijejk) = Al T Aegy -
i A= ..e.. = e. i i, J .
Daaruit volgt 1 en elJeJk ey voor ledere 1, J en k

We hebben nu genoeg gegevens verzameld om Stelling 3.2 te bewijzen.
Neem xeA. Dan

n n

x = 1.x.1 = z u.xuj = 2

J J

Ai.ei.
=1 1 i,3=1 J 1]

De toevoeging x!—*-(kij) geeft het gewenste isomorfisme.

L. Halfenkelvoudige monothetische halfalgebra's

Zij A een halfalgebra. We noemen A halfenkelvoudig als het nulideaal

het enige gesloten 2-zijdige ideaal J in A is met J2 = (0).

4.1 Lemma. Zij A een halfenkelvoudige halfalgebra, en zij I een (links,
rechts of 2-zijdig) ideaal in A met 1" = (0) voor een of ander natuurlijk
getal n. Dan is I = (0).

Bewijs. Zie [1], Lemma 3.

4.2 Lemma. Zij A een kommutatieve halfalgebra. Dan is A halfenkelvoudig
als en alleen als uit 0 # acA volgt 32 # 0.
Bewijs. Stel A is halfenkelvoudig. Neem acA met a2 = 0. 2iJ

I = {ab + ca: beA, a > 0} .

2

Dan is I een ideaal in A met I = (0). Maar dan I = (0) en dus a = 0.

Het omgekeerde is triviaal.
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4.3 Propositie. Zij A een lokaal kompakte kommutatieve halfalgebra. Dan is
A halfenkelvoudig als en alleen als

1/n >0

r(a) = lim ||a"|]
n
voor iedere O # a€A.

Bewijs. (verg. [1], Lemma 8). Stel A is halfenkelvoudig. Zij
I = {xeA: r(x) = 0}

Dan is I een gesloten ideaal in A (zie Appendix 1.3 (vi)). Neem aan dat

I # (0). Dan bevat I een minimaal gesloten ideaal, zeg M (Lemma 2.1). Vol-
gens Lemma 4.1 voldoet M aan de voorwaarden van Stelling 2.7. Er is dus een
idempotent p # O in M. Echter r(p) = 1 (zie Appendix 1.12). Contradictie,
want pel. Daaruit volgt I = (0) en r(a) > O voor O # aeA.

Het omgekeerde is triviaal.

Zij A een gesloten halfalgebra. We noemen A monothetisch als er een

element t in A is zo dat
A= A(t) .

Het element t noemen we dan een voortbrengend element van A. In deze para-

graaf geven we een karakterisering van monothetische, halfenkelvoudige,
lokaal kompakte halfalgebra's met behulp van de spectrale eigenschappen van
de voortbrengende elementen. Voor een algemene structuurtheorie van enkel-

voudige, lokaal kompakte halfalgebra's verwijzen we naar [1].

L.4 Stelling. Zij t # O in B. Dan is A(t) lokaal kompakt en halfenkelvou-
dig als, en alleen als het spectrum o(t) van t splitst in twee disjunkte
gesloten deelverzamelingen o, en 0, en wel zo dat
(i) °, is een eindige (eventueel lege) verzameling van enkelvoudige
polen van t en o n{aeR: o > 0} =¢;

(ii) o, is leeg of er is een getal & > 0 in o, zo dat
2 2

o, = o(t)n{r: [A] <o}
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en
o, n{A: [A] = a}

is een eindige verzameling van enkelvoudige polen van t.

L.5 Stelling. Zij t # 0 in B. Dan is A(t) lokaal kompakt, halfenkelvoudig

en strikt als en alleen als
0 < r(t) e o(t)

en het perifere spectrum van t is een eindige verzameling van enkelvoudige

polen van t.

N.B. Vergelijk de Stellingen 4.4 en 4.5 met Stelling 1.1. Zie ook
Probleem 1.2.

Voor het bewijs van de Stellingen 4.4 en 4.5 maken we gebruik van het

volgende.

4.6 Propositie. Is A een kommutatieve, halfenkelvoudige lokaal kompakte

halfélgebra, dan is er een positieve constante D zo dat

|la]| < Dr(a) (aea).
Bewijs. Zij A; = {xeA: ||x[| = 1}. Dan is A, een kompakte verzameling en
de funktie

x> r(x)

is continu op A (zie Appendix 1.3 (vi)). Bovendien r(x) > 0 voor iedere
xeA, (Propositie 4.3). Er is dus een € > 0 zo dat r(x) > e > 0 voor iedere

xeA1. Maar dan

r(x) > e ||x]| (x;A) .
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Zij 0 # teB, en zij r(t) = 1. Als A(t) lokaal kompakt en halfenkelvou-
dig is, dan volgt uit Propositie 4.6 dat t equibegrensde machten heeft en

dan is dus
A(t) = {t,tz,t3,...}

een voorwaardelijk kompakte deelverzameling van B.

4.7 Stelling. Zij O # teB, en zij r(t) = 1. Als A(t) voorwaardelijk kompakt

is, dan

2

% (t+t%+...+t") > p (n > +=)

in de norm van B, p is een idempotent in B en
(t-e)p = p(t-e) =0 .

Als bovendien gegeven is dat 1ec(t), dan is 1 een enkelvoudige pool van t
en p is de spectrale idempotent behorende bij de spectrale deelverzameling
{1}. Als 1¢o(t), dan p = O.

'De verzameling A(t) is voorwaardelijk kompakt als en alleen als

{xea(t): |A| = 1} (1)

een eindige verzameling is van enkelvoudige polen van t, en in dat geval is

de spectrale idempotent behorende bij de spectrale verzameling (1) de uni-

forme limiet van een deelrij van de rij {t,tz,t3,...}.

Bewijs. Zij (zie Appendix 1.19)

t. = = (t+...+t") (n=1,2,...).

n

8=

Merk op dat {tn} een rij is in het gesloten convexe omhulsel I van A(t).

Omdat A(t) voorwaardelijk kompakt is, is I kompakt, en de rij {tn} heeft

dus minstens een ophopingspunt. Merk verder nog op dat de elementen van I
onderling commuteren.

Zij p een ophopingspunt van de rij {tn}. Uit
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n+1

(t-e)t =— (¢

. & ) >0 (n + +o)
volgt (t-e)p = O, en dus ook p(t-e) = 0. Voor p geldt dus tp = p. Mesar dan
ook

tP=p (n=1,2,...). (2)

Is q een of ander ophopingspunt van de rij {tn}, dan volgt uit de laatste
gelijkheid dat

QP =P . (3)

I.h.Db. p2 = p. Dus p is een idempotent. Verder volgt uit (3) dat

P=q9p=pPg=4q.

De rij {tn} heeft dus precies één ophopingspunt. D.w.z. tn + p in de norm
van B.

Als 1eo(t), dan volgt uit de spectrale afbeeldingsstelling dat 1eo(tn)
voor n = 1,2,... en dus, vanwege de kontinuIteit van de spectraalradius,
1lec(p). Maar dan p # O.

Neem aan dat p # 0. Daar p de uniforme limiet is van een rij polynomen
in t, is p een spectrale idempotent behorende bij een niet-lege (want
p # 0) spectrale deelverzameling, zeg o, van o(t). (zie [3], Theorem 3.1).
Omdat tp = p, volgt ¢ = {1} (zie Appendix 1.15). Dus 1e€o(t) en 1 is een
geisoleerd punt in o(t). Verder volgt uit (e-t)p = O dat 1 een enkelvoudige
pool is van t (zie Appendix 1.17).

Samenvattend volgt dat leo(t) impliceert dat 1 een enkelvoudige pool
is van t met bijbehorende spectrale idempotent p. Als 14o(t), dan moet vol-
gens het voorgaande p = 0 zijn. Dus p heeft de gewenste eigenschappen.

Als A(t) voorwaardelijk kompakt is, dan geldt hetzelfde voor A(Bt)

met [Bl = 1. Neem

ae{rea(t): |A] =1},

1

en zij A(t) voorwaardelijk kompakt. Als 8 = o , dan leo(Bt) en volgens

het bovenstaande is 1 een enkelvoudige pool van Bt. Maar dan volgt direct
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dat o een enkelvoudige pool is van t. Dus, als A(t) voorwaardelijk kompakt
is, dan is de verzamellng (1) een eindige verzameling van enkelvoudige polen
van t.

Nu omgekeerd. Stel (1) is een eindige verzameling van enkelvoudige

polen van t, zeg A1,...,X . 21 e, de spectrale idempotent behorende bij

k
{Ai}, en zij

Dan is q de spectrale idempotent behorende bij (1) en
t? = ¢ (e-q)+{Ae+...+Ae}

voor n = 1,2,... . Daar de spectraalradius van t(e-q) echt kleiner is dan
1, geldt

t%(e-q) = {t(e-q)}* + 0 (n » +=)

Daar verder {A1e1 + ...+ Akek n=1,2,...} een begrensde verzameling is
in een eindig dimensionale deelruimte van B, volgt het voorwaardelijk kom-
pakt zijn van de verzameling A(t).
‘Merk op dat er een deelrij {ni} van de rij der natuurlijke getallen is
zo dat
n. n.
(A11,...,>\k1) > (1,00.451)

n.
in Ck. Daaruit volgt t 1 (e1+...+ek) = q in de norm van B. Dus de spec-

trale idempotent behorende bij (1) is de uniforme limiet van een deelrij

van de rij {t,te,...}.

4.8 Opmerking. Als r(t) > 1, dan is A(t) niet voorwaardelijk kompakt. Is
r(t) < 1, dan t® + 0 in de norm van B. I.h.b. geldt dan dat A(t) voorwaar-
delijk kompakt is.

k.9 Stelling. Zij O # teB, en zij r(t) = 1. Equivalent zijn
(i) A(t) is lokaal kompakt, halfenkelvoudig en strikt;
(ii) A(t) is voorwaardelijk kompakt en 1eo(t).
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Bewijs. (i) => (ii). We hebben al bewezen dat A(t) voorwaardelijk kompakt
is. Volgens Stelling L.T is

Per o(t) = {reo(t): |A] = 1} ()

dan een verzameling van enkelvoudige polen van t en de spectrale idempotent
q behorende bij de verzameling (4) is in A(t). Zij

t1 = tq .

Dan is 0(t1) gelijk aan de verzameling (4) eventueel verenigt met {0} (zie
Appendix 1.1L4). Dus 0 # t,€B en r(t1) = 1. Verder is A(t1) lokaal kompakt,
halfenkelvoudig en strikt want t1€A(t).

Zij M een minimaal gesloten ideaal in A(t1). Omdat A(t1) halfenkelvou-
dig is, is er een idempotent p # 0 in M (zie Stelling 2.7) zo dat M = pA(t1)
(zie Propositie 2.3). Daar A(t1) ook strikt is, volgt (zie Stellingen 2.5
en 2.6)

+
pA(t1) =Rp .

I.h.b. geldt t1p = ap voor een o > 0. Als a = 0, dan t?p = 0 voor n=1,2,...,

2 =o. Contradictie, want p

en dus sp = 0 voor iedere s in A(t1). I.h.b. D
is een idempotent # 0. Dus a > 0. Maar dan o = 1 en leo(t), want tp = op

impliceert aeo(t1) en dus
0 < aeo(t,) < {Aeo(t): x| =1} u {0} .

(ii)=> (i). Uit de Stellingen 4.7 en 1.1 volgt direct dat A(t) lokeal
kompakt is. Blijft te bewijzen dat A(t) halfenkelvoudig en strikt is.

We weten dat r(t) = 1 een enkelvoudige pool is van t. Zij p de spec~-
trale idempotent behorende bij de spectrale verzameling {1}. Dan tp = p,

en dus tnp =p (n=1,2,...). Daaruit volgt
p(t)p = p(1)p (5)

voor iedere veelterm p(X). Merk nu op dat uit de spectrale afbeeldings-

stelling volgt dat
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r(p(t)) = p(1) (6)

voor iedere veelterm p(X) met niet-negatieve co&fficiénten. Daar de spec-

traalradius r(s) een continue funktie van s is op A(t), volgt uit (5) en

(6)
sp = r(s)p (sea(t)) . (7)

Zij p(X) een veelterm met niet-negatieve coéfficiénten. Omdat t equi-

begrensde machten heeft, is er een konstante D > 0 zo dat

p(e)] < p(1)D .
Volgens (6) kunnen we ook schrijven

He) || < r(pt))D .
Maar dan geldt ook

[ls]| < r(s)D (seA(t)) (8)

2

Stel seA(t) en s© = 0. Dan volgt uit r(s)2 = r(sz) = 0 dat r(s) = 0.

Volgens formule (8) is dan s = 0. Dus A(t) is halfenkelvoudig (zie Lemma
4.2).
Stel seA(t)n(-A(t)). Dan, volgens formule (T),

r(s)p=sp , -r(s)p=-sp=r(-s)p=r(s)p .

Dus r(s) = 0. Maar dan ook s = 0 (formule (8)). Dus A(t) is strikt.

4.10 Bewijs van Stelling 4.5. Zij O # teB, en zij r(t) > 0. Als

dan geldt A(s) = A(t), r(s) = 1 en s en t hebben dezelfde spectrale eigen-
schappen. Daaruit volgt dat Stelling 4.5 een direct gevolg is van de Stel-

ling 4.7 en 4.9 samen met Propositie L.3.
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L.11 Stelling. Zij A een kommutatieve halfalgebra # (0) in B. Dan is A
lokaal kompakt en halfenkelvoudig als en alleen als er een idempotent p in
A is zo dat ‘

(i) A= {p}.@®Ap;

(ii) Ap = (0) of Ap is lokaal kompakt, halfenkelvoudig en Ap = -Ap ;

(iii) {p}r = (0) of {p}r is lokaal kompakt, halfenkelvoudig en strikt.
Bewijs. Stel A is lokaal kompakt en halfenkelvoudig. Is A strikt, dan nemen
we p = 0. Stel dus

J = An(-A) # (0) .

Merk op dat J een gesloten ideaal is in A, en dat J een eindig dimensionale
reéle lineaire ruimte is.

Zij M een minimaal gesloten ideaal in A. Omdat A halfenkelvoudig is,
is er een idempotent eu # 0 in M (zie Stelling 2.7). Daar

M= eMA = eMAeM
volgens Stelling 2.5 een delingshalfalgebra is, is er precies é&n idempo-
tent # 0 in M. Dus e, is éénduidig bepaald. Als M, en M, twee verschillende

M 2
minimale gesloten idealen zijn, dan volgt uit

MM cM, nM, = (0)

172 1 2

dat

e, ., =0 ., (9)
Zij V de verzameling van alle minimale gesloten idealen van A die gelegen

zijn in J. Op grond van Lemma 2.1 is V niet leeg. Daar J een eindig dimen-

sionale lineaire ruimte is, volgt uit (9) dat V eindig is. Dus

is een wel gedefinieerde idempotent. Merk op dat O # peA.
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Beschouw het gesloten ideaal I = {p} nJ. Als I # (0), dan bevat I een

minimaal gesloten ideaal N. Merk op dat NeV. Daaruit volgt
pey = ey #0 .
Contradictie, want eNeI. Dus
I ={p}.nJ=(0) . (10)
Als aeA, dan
a - ape{p}r , aped . (11)

I.h.b. geldt voor aed dat a - ape{p}rnJ, en dus a = ap. Maar daaruit volgt
dat

J = Ap
en dus Ap = -Ap. Uit (10) en (11) volgt ook nog dat
A= {p}r ® Ap .

Het is verder gemakkelijk te controleren dat p de gewenste eigenschappen
heeft.

Het omgekeerde is triviaal.

4.12 Lemma. Zij O # teB. Dan is A(t) lokaal kompakt, halfenkelvoudig en
A(t) = -A(t)

als en alleen als o(t) een eindige verzameling is van enkelvoudige polen

van t met
o(t) n {aeR: a > 0} = ¢ .

Bewijs. Stel A(t) is lokaal kompakt, halfenkelvoudig en A(t) = -A(t). Daar
t # 0,is, volgens Propositie 4.3, r(t) > 0. Zonder bezwaar voor de alge-

meenheid mogen we aannemen dat r(t) = 1. Daaruit volgt dat de verzameling
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AE) = {t,82,...)
voorwaardelijk kompakt is. Volgens Stelling 4.7 is
Per o(t) = {Xeo(t): |A] = 1}

dan een verzameling van enkelvoudige polen van t, en volgens Stelling 4.9
geldt

1¢{reo(t): [r] =1},

want A(t) is niet strikt. Het perifere spektrum van t bestaat dus uit enkel-
voudige polen van t en bevat geen positieve reéle getallen.

Zij q de spectrale idempotent behorende bij Per o(t) en zij s = t - tq..
Als Aeo(t)\Per o(t), dan is A in o(s) en X is een enkelvoudige pool van t
als en alleen als A een enkelvoudige pool is van s. Het is dus voldoende om
te bewijzen dat s de gevraagde spectrale eigenschappen heeft.

Als s = 0, dan is dit zeker het geval. Stel s # 0. Dan is A(s) lokaal
kompekt en halfenkelvoudig, want seA(t). Verder is gemakkelijk in te zien
dat

A(s) = -A(s) .

Daar de dimensie van de lineaire ruimte A(s) echt kleiner is dan die van
A(t), volgt het bewijs dus door volledige inductie naar de dimensie van
A(t).

Nu omgekeerd. Uit Stelling 1.1 volgt direct dat A(t) lokaal kompakt
is. Omdat

t

A1e1 + A2e2 + ...+ Arer R

waarbij o(t)\{0}

rende bij {Ai}, is iedere s in A(t) van de vorm

{A1,A2,...,Ar} en e, de spectrale idempotent is beho-

+ a.e, + + o e

5= %48 272 tee rr

1e

voor zekere Gy sOnse el in €. Daaruit volgt dat
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2 2 2 2

s” = a,e, +ae,+ ... +tae .
171 272 rr

Maar dan impliceert s° = 0 dat @, =0 (i =1,...,r) en dus s = 0. Volgens
Lemma 4.2 is A(t) dan enkelvoudig. Blijft te bewijzen dat A(t) = -A(t).

Omdat A(t) lokaal kompakt en halfenkelvoudig is, is er volgens Stel-
ling 4.11 een idempotent p in A(t) zodanig dat

A(t) = {p}r ® A(t)p

A(t)p = -A(t)p en {p}r is een strikte halfalgebra. Het is voldoende om te
bewijzen dat {p}r = (0). Merk op dat

A(t-tp) = {p}r .

Als {p}r # (0), dan is A(t-tp) een strikte, lokaal kompakte, halfenkelvou-
dige halfalgebra, want t-tpeA(t). Volgens Stelling 4.5 geldt dan

0 < r(t-tp) € o(t-tp) .

Omdat peA(t),is p een spectrale idempotent van t. Hetzelfde geldt dan voor
e-p. Daaruit volgt dat o(t-tp) < o(t) u {0}, en dus O < r(t-tp) € o(t).

Contradictie, want
o(t)n{ceR: o > 0} = ¢ .

Dus {p}r = (0), en A(t) = A(t)p. Maar dan ook A(t) = -A(t).
4L.13 Opgave. Bewijs Stelling L.lL.

De Stellingen 4.4 en 4.5 zijn van de hand van M.A. Kaashoek en
T.T. West (zie [5] en [61]).

5. Irreducibele positieve operatoren

In deze paragraaf is E een geordende reéle Banachruimte, d.w.z., E is

reéle Banachruimte met een gesloten positieve kegel K. We veronderstellen
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altijd dat K # (0). De ordening in E wordt aangegeven met <, dus

X <y = y-xeK .

5.1 Definitie. Een punt O # yeK noemen we een quasi-inwendig punt van K

als de verzameling
[0,y] = {x€E: 0 < x < y}

een totale deelverzameling is van E. Als de kegel K quasi-inwendige punten

heeft, dan is

We merken verder op dat ieder inwendig punt van K een quasi-inwendig punt
is van K. Als het inwendige van K niet-leeg is, dan is het omgekeerde ook

juist (zie [T7], Exercise 10(b) van Chapter V).

5.2 Propositie. Neem aan dat aan een der volgende voorwaarden voldaan is.

(1) Het inwendige van K is niet-leeg;
" (ii) K is lokaal kompakt in de relatieve normtopologie;

(iii) E is een Banachrooster.

Als bovendien geldt dat iedere 0 # xeK een quasi-inwendig punt is van K,
dan is de lineaire ruimte E &éndimensionaal.

Bewijs. (i) Als int K, het inwendige van K, niet-leeg is, dan is ieder
quasi-inwendig punt van K een inwendig punt van K. Volgens het gegeven
geldt dus

0 # xeK => xeint K .

Hieruit leidt men gemakkelijk af dat
K = {ou: a > 0}

voor een O # ueK. Dus K - K is ééndimensionaal. Maar dan is
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K-K=K-K=E,

en dus is ook E ééndimensionaal.
(ii) zij

K' = {feE': f(x) > 0 voor iedere xeK} .
Neem O # feK'. Stel f(u) = 0 voor een 0 # ueK. Daar feK' volgt daaruit dat
f(x) =0 (xefO,ul) . (1)

Volgens het gegeven is [0,ul een totale deelverzameling van E. Dus (1) im-

pliceert dat f nul is op E. Contradictie. Dus
£(u) > 0 (0 # ueK)

voor iedere £ # 0 in K'.
Omdat K een gesloten positieve kegel is, volgt uit de separatie-

stellingen voor konvexe verzamelingen dat K' # (0) en

K=neek

{x€E: f(x) > 0} . (2)
Neem een vaste £, # 0 in K'. Dan is
X = {xeK: fo(x) = 1}
een kompakte konvexe basis van K. Zij £ in K', en z1j
u = sup{r: £ - AfoeK'} .
Dan 0 <y < +> en f - ufo in K'. Als T # ufo, dan is volgens het voorgaande
(£ - ufy)(u) >0 (0 # uek) ,
en er bestaat dus een € > 0 zo dat

(£-ugg)(x) 2> 0 (xeX) ,

want X is kompakt. Maar dan is f - (u+e)f0 in K'. Contradictie. Iedere f
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in K' is dus een niet-negatief veelvoud van f.. Maar dan volgt uit (2) dat

o
K= {x: f£,(x) >0} . (3)
Als fo(x) = 0, dan geldt volgens (3) dat xeKn(-K). Dus x = 0. De nulruimte

van £ is dus (0), maar dan moet dim E gelijk 1 zijn.

(iii) Onderstel dat E een Banachrooster is. Neem x en y in E. Dan geldt
x - (xAy) >0, y - (xAy) >0
en
x - (xAy) Ly - (xAy) . (l})
Stel x - (xAy) # 0. Merk op dat uit (4) volgt
z Ly - (xAy) (zef0,x = (xAy)]) . (5)

Daar volgens het gegeven [0,x-(xAy)] een totale deelverzameling is van E,
en dasar de roosteroperaties in E kontinu zijn, volgt uit (5) dat

y - (xAy) = 0, en dus x > y. Is x - (xAy) = 0, dan y > x. De ruimte E is
dus lineair geordend. Maar een lineair geordende, Archimedische Riesz-
ruimte is ééndimensionaal (zie [7], Exercise 2 van Chapter V). Dus

dim E = 1.

5.3 Definitie. Zij
T: E~>E

een begrensde positieve lineaire operator op E. We noemen T irreducibel

als er een A > r(T) is zd dat

(r-1)""x
een quasi-inwendig punt is van K voor iedere 0 # x€K. Hier is r(T) de
spectraalradius van de redle lineaire operator T (zie Appendix 5.1). Merk

op dat een irreducibele lineaire operator ongelijk de nuloperator is, want

K # (0).
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5.4 Definitie. Een kegel K, in E heet een volle deelkegel van K als

(1) KK,

(ii) wuit 0 < x < keK, volgt xeK

0 0’

5.5 Propositie. Zij T een begrensde positieve lineaire operator # O op E.
Dan is T irreducibel als en alleen als iedere T-invariante volle deelkegel
# (0) van X totaal is in E.

Bewijs. Stel T is irreducibel. Zij KO een T-invariante volle deelkegel

# (0) van K. Neem 0 # xeKO. Dan

y = T(A-T)_1xeK0

voor A > r(T). Er is een A > r(T) zo dat [0,y] een totale deelverzameling

is een volle deelkegel van K. Dus K_ is

is van E. Maar [O,y]CKO, want K 0

0
een totale deelverzameling van E.
Nu omgekeerd. Zij O # xeK. Definieer

K = {z: 0 < z < nx voor een nelN}.

Dan is K  een volle deelkegel # (0) van K.

.Als Tx = 0, dan volgt TKx = (0). I.h.b. geldt K.x is T-invariant. Vol-
gens het gegeven is K dan een totale deelverzameling van E. Daar T nul is
op Kx volgt dan T is nul op E. Contradictie. Dus Tx # O.

Neem A > r(T), en zij

y = T(X-T)-1x ') l; ™x .
n=1 A

Daar 0 # TxeK, volgt 0 # yeK. Merk op dat

0 <Ty <Ay .
Dus TKyCKy. Maar dan is K& een T-invariante volle deelkegel # (0) van K.
Dus Ky is een totale deelverzameling van E. Daar

K

y = UneN nEO,Y] ’
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volgt dat [0,y] een totale deelverzameling is van E. Dus T is irreducibel.

5.6 Opmerkingen. 1. Zij E een Riesz-ruimte, en zij I een ideaal in E. Dan
is

KO = InK

een volle deelkegel van K en
(6)

Omgekeerd, als K0 een volle deelkegel is van K, dan is I gedefinieerd door

(6) een ideaal in E en K, = InK.
2. Zij E een reéel Banachrooster met positieve kegel K. Zij KO een
volle deelkegel van K, en zij I = KO - KO. Dan volgt uit de kontinulteit

van de roosteroperaties dat KO een volle deelkegel is van K en dat

Is= KO - KO .
Hier duidt B de afsluiting aan van de verzameling B.

Uit het voorgaande volgt dat in E de afsluiting van een volle deel-
kegel weer een volle deelkegel is. Bovendien, als KO een gesloten volle
deelkegel is van K, dan is het ideaal I = KO - KO een gesloten ideaal in
E. Deze opmerkingen gekombineerd met Propositie 5.5 geven onmiddellijk de

volgende stelling.

5.7 Propositie. Zij T een begrensde positieve lineaire operator # O op een
reéel Banachrooster E. Dan is T irreducibel als en alleen als T alleen maar

triviale T-invariante gesloten idealen heeft in E.

5.8 Opmerking. Zij T een niet-negatieve nxn-matrix # 0. Dan definieert T
op natuurlijke wijze een lineaire operator op Rn, die we ook weer met T
aangeven. Merk op dat R" codrdinaatsgewijs geordend een regel Banachrooster
is, en dat T een begrensde positieve lineaire operator # 0 is. Uit Propo-
sitie 5.7 volgt dat de lineaire operator T irreducibel is als en alleen als

de matrix T irreducibel is.



31

5.9 Definitie. Een lineaire operator
T: E~> E

heet positief definiet als

0 # TxeK (0 # xeK) .

Als T positief definiet is, dan is T een positieve lineaire operator. Merk
op dat iedere irreducibele lineaire operator positief definiet is. De vol-

gende hulpstelling is een uitbreiding van deze bewering.

5.10 Lemma. Als T en S begrensde positieve lineaire operatoren # O zijn op
E met

TS - ST > 0 ,

en als T irreducibel is, dan is S positief definiet.
Bewijs. Zij K, = {xeK: Sx = 0}. Dan is K, een volle deelkegel van K. Daar
TS - ST > 0, is

STx < 0 (xeKO) .

» want K cK. Dus STx = 0 voor

Anderzijds is STx > O voor iedere x in K 0

0

iedere x in Kb. Daaruit volgt TKOCKO. Maar T is irreducibel. Dus KO = (0)
of K, is een totale deelverzameling van E (zie Propositie 5.5). Het laatste

impliceert S = 0, en leidt dus tot een contradictie. Dus K. = (0) en S is

0
positief definiet.

5.11 Lemma. Zij T een irreducibele en zij S een positief definiete be-
grensde lineaire operator op E met TS < S. Dan is S irreducibel.

Bewijs. Zij K, een volle deelkegel # (0) van K invariant onder S. Zij

K, = {x: 0 < x < Sk voor een keK,} .

Dan is K, een volle deelkegel van K en SKOCKICKO‘ Omdat TS < S, is TK1cK1.
Maar T is irreducibel. Dus K, = (0) of K
van E.

1 is een totale deelverzameling
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Als K, = (0), dan 8Ky = (0). Omdat S positief definiet is, volgt daar-
uit K, = (0). Contradictie. Dus K, is een totale deelverzameling van E,

maar dan geldt hetzelfde voor K.. Daaruit volgt dat S irreducibel is (zie

0
Propositie 5.5).

5.12 Propositie. Zij P een irreducibele begrensde positieve projektie op
E. Dan is dim PE = 1, als aan een der volgende voorwaarden is voldaan.

(1) Het inwendige van K is niet-leeg;

(ii) P is een kompakte lineaire operator;

(iii) E is een re&el Banachrooster.
Bewijs. Zij F = PE, en 2zij L = PK. Dan is F een re€le geordende Banachruim-
te met gesloten positieve kegel L. Uit het gegeven volgt dat Px een quasi-
inwendig punt is van K voor iedere x # 0 in K. I.h.b. geldt dan dat iedere
x # 0 in L een quasi-inwendig punt is van L. Merk nu op dat (i) impliceert
dat het inwendige van L niet-leeg is, dat (ii) impliceert dat L lokaal
kompakt is, want dim F < +» in dat geval en dat uit (iii) volgt dat F een
re€el Banachrooster is. Het te bewijzene is dus een direct gevolg van

Propositie 5.2.

"We zijn geInteresseerd in de spectrale eigenschappen van een irredu-
cibele lineaire operator T, d.w.z., we hebben belangstelling voor de spec-
trale eigenschappen van de kompleksifikatie T® van T (zie Appendix 5.1).

Merk op dat T een element is van de Banachalgebra L(E®).

5.13 Stelling. Zij T een irreducibele begrensde positieve lineaire ope-
rator op E. Dan is de halfalgebra A(Tc) halfenkelvoudig en strikt.
Bewijs: We bekijken eerst A(T), de gesloten halfalgebra voortgebracht door
T in L(E). Neem S in A(T). Daar S de uniforme limiet is van polynomen in T
met niet-negatieve coéffici®nten, is S een begrensde positieve lineaire
operator op E. Dus A(T) is een halfalgebra van positieve lineaire operato-
ren. Daaruit volgt dat A(T) strikt is.

Neem S # 0 in A(T). Daar S kommuteert met T volgt uit Lemma 5.10 dat
S positief definiet is. Neem O # xeK. Dan O # SxeK, en dus ook O # SzxeK.
Daaruit volgt g2 # 0. Dus A(T) is halfenkelvoudig.
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Dat A(T®) ook strikt en halfenkelvoudig is, volgt nu direct door op

te merken dat

A(T®) = (s%:

SeA(T)}
5.14 Hulpstelling. Zij t een element # O in een Banachalgebra B. Neem
aan

(i) A(t) is strikt en halfenkelvoudig;

(ii) Per o(t) < Pol o(t).
Dan is A(t) lokaal kompakt.
Bewijs. Als r(t) = 0, dan volgt uit het gegeven dat t nilpotent is. Daar
A(t) halfenkelvoudig is, impliceert dit t = O (zie Lemma L4.2). Volgens het
gegeven is t # 0, en dus moet r(t) > O zijn. Zonder bezwaar voor de alge-
meenheid mogen we aannemen dat r(t) = 1. Zij p de spectrale idempotent
behorende bij de spectrale deelverzameling Per o(t). Merk op dat r(tp) =

en r(t(e-p)) < 1. Zij verder B, de gesloten deelalgebra van B voortge-

bracht door tp. Uit het gegeveg volgt dat BO eindig dimensionaal is (zie
Appendix 1.17).

We zullen eerst bewijzen dat t equi-begrensde machten heeft. Uit het
ongerijmde. Stel er is een deelrij {n } van de rij der natuurlijke getal-

len zo dat ||t 1|] » +o voor i + +=, ZJJ

=TT (= 1,2,
Daar r(t(e-p)) < 1 volgt
tn(e-p) = {t(e-p)}® > 0 (n » =)

Dus si(e—p) -+ 0 voor i » +», De rij {sip} is een begrensde rij in de eindig
dimensionale Banachalgebra Bo. De rij {sip} heeft dus een convergente deel-
rij. Door over te gaan op deze deelrij, mogen we aannemen dat de rij {sip}
een limiet heeft, zeg q.

Merk op dat quo. Verder volgt uit

‘si = si(e-p) +s:p>aq (i » +=) (1)

In Hulpstelling 5.14 is de voorwaarde A(t) is halfenkelvoudig overbodig. Het
bewijs van deze bewering verschijnt elders.
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n.
dat qeA(t). Daar r(tp) = 1, volgt r(t ip) = 1, en dus
1 n. .
r(sip) =—0 r(t 1p) » 0 (i + +=) .
e ]

Daaruit volgt r(q) = 0. Daar q€B
potent is. Maar qeA(t) en A(t) is halfenkelvoudig. Dus q = 0. Volgens for-

en dim By < +=, impliceert dit dat q nil-

mule (7) geldt den lim s; = 0. Contradictie, want |lsi|| =1 (i=1,2,...).
De rij {t"} is dus uniform begrensd.
Daar t equi-begrensde machten heeft, geldt voor |A| > r(t) = 1 dat
ROGE) | <3 ——= [ €] <D(|r]-D"
n=0 [A]

voor een zekere constante D. Daaruit volgt echter dat iedere pool in het

perifere spektrum van t enkelvoudig is. In ons geval geldt dus
Per o(t) = {dea(t): |[A] = r(t) = 1}

is een verzameling van enkelvoudige polen van t. Uit Stelling 4.7 volgt dan
dat peA(t).

.Merk nu op dat tpeA(t)nBo. Dus A(tp) is lokaal kompakt, strikt en half-
enkelvoudig. Volgens Stelling 4.9 geldt dan 1eo(tp). Daar o(tp)co(t)u{0},
volgt dasruit 1eo(t). Maar dan is A(t) lokaal kompakt volgens Stelling 1.1.

5.15 Stelling. Zij T een irreducibele begrensde positieve lineaire opera-

tor op de geordende reéle Banachruimte E. Als
Per o(T) c Pol o(T) ,

dan is A(T®) lokaal kompakt, halfenkelvoudig en strikt, en dus

(i) 0 < r(T)eo(T),

(ii) Per o(T) is een verzameling van enkelvoudige polen van T.
Bovendien is de spectrale projektie behorende bij de pool r(T) de komplek-

sifikatie van een irreducibele begrensde positieve projektie P met

PeA(T) .
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Dus r(T) is een eigenwaarde behorende bij een positieve eigenvektor. De bij
r(T) behorende eigenruimte is ééndimensionaal als aan een der volgende
voorwaarden is voldaan.

(j) Het inwendige van K is niet-leeg,

(jj) T is een kompakte lineaire operator met een positieve spectraal-

radius,

(333) B is een Banachrooster.
Bewijs. Uit 5.13 en 5.14 volgt dat A(T®) lokaal kompakt, halfenkelvoudig
en strikt is. We kunnen dan Stelling 4.5 gebruiken om de punten (i) en (ii)
te bewijzen.

Zonder bezwaar voor de algemeenheid mogen we verder aannemen dat
r(T) = 1. Zij Q de spectrale projektie bij r(T). Uit Stelling 4.7 volgt dat

Q= Pc, waarbij P de uniforme limiet is van de rij
%(Th.ﬁm% (o= 1,2,.0..)

Merk op dat PeA(T) en P is een begrensde positieve projektie op E. Daar P
kommuteert met T volgt uit Lemma 5.10 dat P positief definiet is; daar

TP = P volgt uit Lemma 5.11 de irreducibiliteit van P. Uit TP = P en P
positief definiet volgt ook nog de existentie van een positieve eigenvector
bij r(T) =1. De bij r(T) behorende eigenruimte is PE. We kunnen Propo-
sitie 5.12 gebruiken om te bewijzen dat dim PE = 1 als aan een der voor-
waarden (j), (jj), (jjj) is voldaan. Daarbij zij opgemerkt dat (jj) impli-
ceert dat P kompakt is.

5.16 Opmerkingen. 1. Stelling 5.15 is voor kompakte operatoren bewezen
door F.F. Bonsall en B.J. Tomiuk [2]. De hier gegeven uiteenzetting volgt
in grote lijnen §4 in [2].

2. Als het inwendige van K niet-leeg is of als T een kompakte lineaire
operator is, dan kan in het algemeen zonder extra voorwaarden Stelling 5.15
niet verscherpt worden (zie Satz 3.3 in [4]); dit is wel het geval als E
een Banachrooster is (zie bijvoorbeeld §6 in hoofdstuk III van deze
Syllabus).
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Hoofdstuk II
Positieve Operatoren
door

H. Bart en H. Pijls

Notaties

Zij E een lineaire ruimte over €. Dan zal EO de reéle restrictie van E

zijn, d.w.z. E0 is de ruimte E opgevat als lineaire ruimte over R.

Zij E een lineaire ruimte over R. Dan zal EC de complexificatie van E zijn
(zie Appendix 5.1).

Zij E een Banachruimte of een lokaal convexe Hausdorff-ruimte (l.c.r.)

over R of over C.

We gebruiken de volgende notaties:

B! : de duale ruimte van E ;

o(E,E') : de zwakke topologie op E (de topologie van puntsgewijze conver-

' gentie op E') ;

o(E',E) : de zg. zwak —topologie op E' (de topologie van puntsgewijze con-
vergentie op E) ;

B(E',E) : de sterke topologie op E' (de topologie van uniforme convergentie
op begrensde verzamelingen van E) ;

E : E voorzien van de o(E,E')-topologie ;

E! : E' voorzien van de o(E',E)-topologie ;

Eé : E' voorzien van de B(E',E)-topologie.
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1. Geordende lokaal convexe ruimten

1.0 In deze paragraaf is E steeds een re€le Banachruimte of een reéle
lokaal convexe Hausdorff ruimte (l.c.r.). Verder is K steeds een kegel in
E, d.w.z. er geldt:
(i) oK ek (a>0),
(ii) K+ K c K,
(iii) K n (-K) = {0}.
De kegel K induceert op E een parti€le ordening, welke gedefinieerd wordt
door: def

X<y «— y-xc€kKk.
Met deze ordening is E een geordende vectorruimte met positieve kegel K
(zie [61, Ch.1, §1).

1.1 Definitie. De ruimte E heet een geordende Banachruimte (geordende

l.c.r.) als K gesloten is in E.

1.2 Definitie. De kegel K c E heet

- voortbrengend als K - K=E ,

- totaal als K - K dicht is in E ,

- ruimtelijk als K niet-leeg inwendige bezit.

1.3 Propositie.
(i) K ruimtelijk =K voortbrengend ;

(ii) K voortbrengend =>K totaal.
Bewijs. Triviaal.

1.4 Definitie. Een lineaire funktionaal f op E heet positief indien
£(x) > 0 voor alle x € K. De verzameling van alle continue positieve

lineaire funktionalen op E geven we aan met K', dus

K' = {f ¢ E' | £ is positief}.
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1.5 Er geldt:

(i) oK' ¢ K'(a > 0) ,

(ii) K' + K' c K'.

Hoewel K' geen kegel hoeft te zijn, noemen we K' toch de duale kegel.

1.6 Stelling.
(i) K totaal<=>K' is een kegel ;

(ii) X is een kegel<=K' - K' is dicht in Eé .

Bewijs.

(i) Zij K totaal. Stel £ ¢ K' n (-K'). Dan is f(x) = 0 voor alle x € K.
Daar f continu is, volgt hieruit dat f£(x) = 0 voor alle x € K-K = E.
Dus f = 0. Dus K' is een kegel.

Omgekeerd, zij K' een kegel. Zij f € E' nu z6 dat f(x) = 0 voor alle

x € K-K. Dan is £ € K' n (-K'). Dus £ = 0. De bewering volgt nu uit de
stelling van Hahn-Banach (zie [1], 21.8).

(ii) zie [61, Ch.2, 1.19.

1.7 Definitie. Een verzameling U c E heet vol als
x<z<y, xeU, yeU —=ze€U.

De kleinste volle verzameling die U omvat heet het volle omhulsel van Uj

notatie: [U].

1.8 Opmerking. Er geldt: [U] = (U+K) n (U-K). Hieruit volgt: U absoluut

convex —=>[U] absoluut convex.

1.9 Definitie. Zij 7 de topologie van E. De kegel K ¢ E heet normaal in
E (of: normasal m.b.t. de topologie 1) als E een nulomgevingbasis van volle
nulomgevingen bezit.

Als K normaal is in E, (normaal m.b.t. de topologie o(E,E')) dan heet K

zwak normaal.
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1.10 Opmerking. Op grond van 1.8 zijn de volgende beweringen equivalent:
(i) K is normaal in E ,
(ii) E bezit een nulomgevingsbasis van absoluut convexe volle nulomge=-

vingen.

1.11 Definitie. Een halfnorm p op E heet monotoon als
0<x <y =px) <py).

1.12 Stelling. ([71, V, 3.1). Zij E een l.c.r. en zij K een kegel in E.
Dan zijn de volgende beweringen equivalent:

(i) K is normaal in E ,

(ii) er bestaat een nulomgevingsbasis U in E z8 dat voor iedere U e W
geldt:

0<y<x, xeU =yelU ,

(iii) er bestaat een stelsel monotone halfnormen op E dat de topologie op

E voortbrengt.

Bewijs.
(i)=(ii). Triviaal.
(ii)=>(i). zij U, e V. Dan bestaat er een U, € VU met U, + U, < U,. Ver-

der bestaat er een nulomgeving U3 met U3 - U3 € U,. Beschouw nu V= [U3].

Dan is V een volle nulomgeving. En er geldt: V c U1. Immers, als z € V, dan

bestaan er x, y € U metxi_zf_y;maza.rdeaa.n:i.sO<_z-xiy-er2

3
5 3 dus z € U,.
(i)=>(iii). Uit 1.10 volgt dat E een nulomgevingsbasis VUl van absoluut

en dus z - x € U

convexe volle nulomgevingen bezit. Zij, voor U e UL , Py de Minkowski-
funktionaal van U, d.w.z.

pU(x) = inf{x | A > 0, x € AU} (x € E).

Dan is p een halfnorm op E. Daar U vol is, volgt dat Py monotoon is. Hier-
uit volgt de bewering.

(iii)=(ii). Zij p een monotone halfnorm op E en zij u_ = {x € E|lp(x) < €}
(e > 0). Dan geldt:
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0<y<x, erE::;yeUE.
Hieruit volgt de bewering.

1.13 Propositie. Zij (E, ||.||) een genormeerde lineaire ruimte en zij K
een kegel in E. Dan zijn equivalent:

(i) KX is normaal in E,

(1) Jy > 028 aat 0 <x<y=||x|| <v |lyll.

Bewijs. Zie [6], Ch.2, 1.T.

1.14 Propositie. Zij E een l.c.r. en zij K een normale kegel in E. Dan is
iedere orde-begrensde verzameling begrensd in E.

Bewijs. Zij UVl een nulomgevingsbasis bestaande uit absoluut convexe volle
nulomgevingen. Zij B een orde-begrensde verzameling, i.e. B ¢ {lei z < y}
voor zekere X, y € E, Als U € W, den bestaat er een A > 0 met x, y € AU.

Daar U vol is, volgt hieruit dat B < AU.

1.15 Lemma. Zij E een geordende lineaire ruimte met positieve kegel K. Zij

p een sublineaire funktionaal op E, d.w.z.

plax) = a p(x) (e > 0, x € E)

en p(x+y) < p(x) + p(y) (x,y € E).
En zij q een superlineaire funktionaal op K, d.w.z.

qax) = o q(x) (a > 0, x € K)

en q(x+y) > a(x) + a(y) (x,y € K).

Als q(x) < p(x) voor alle x € K, dan bestaat er een lineaire funktionaal h
op E z6 dat

a(x) < h(x) voor alle x € K

en h(x) < p(x) voor alle x € E.
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Bewijs. Voor x € K, y € E geldt: q(x) < p(x+y) + p(-y); dus -p(-y) <
< plx+y) - q(x). 2ij

def

r(y) = inf (p(xt+y) - q(x)) .
xeK

Men gaat gemakkelijk na dat r een sublineaire funktionaal is. Op grond
van de stelling van Hshn-Banach (zie [1], 21.1) bestaat er een lineaire
funktionaal h z8 dat

h(y) < r(y) voor alle y € E.

Daar r(y) < p(y) (y € E)

| A

en r(-x) < -q(x) (x € K),
volgt de bewering.
1.16 Stelling. Zij E een l.c.r. en zij K een kegel in E. Dan geldt:
K normaal in E =K' voortbrengend in E'.

Bewijs. Zij f € E'. Daar f continu en K normaal is, bestaat er een continue

monotone halfnorm p op E z6 dat
(1) f(x) < p(x) voor alle x € E
(zie 1.12). Definieer nu q : K + R door

def

(2) a(x) = sup £(z) (x € K) 3
0<z<x

deze definitie is zinvol want op grond van 1.14 is {£f(z)|0 < z < x} be-
grensd in R. Uit (2) volgt:

(3) 0 < q(x) en f£(x) < q(x) voor alle x € K.
Daar p monotoon is, volgt uit (1) en (2) dat

a(x) < p(x) voor alle x € K.
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Gemakkelijk gaat men na dat de funktionaal q superlineair is op K. Op grond

van 1.15 bestaat er dan een lineaire funktionaal h op E zd dat
(1) a(x) < h(x) voor alle x € K
(5) en h(x) < p(x) voor alle x € E.
Uit (3) en (4) volgt:
h(x) > 0 en h(x) > f£(x) voor alle x € K.

Uit (5) volgt:

h e E'.

Dus f = h-(h-f), waarbij h € K' en h-f € K'.

1.17 Stelling. Zij E een l.c.r. en zij K een kegel in E. Dan geldt:
K' voortbrengend in E' == K zwak normaal.
Bewijs. Ieder element f € E' definieert een halfnorm Qe OP E:

def
ap(x) = | £(x) | (x € E).

Het stelsel halfnormen {qflf € E'} brengt de topologie o(E,E') voort. Als
nuf € E', dan is f te schrijven als f = g —= hmet g en h € K'. Hieruit
volgt dat het stelsel {thh € K'} reeds de topologie o(E,E') voortbrengt.
Maar als h € K', dan is de halfnorm Q, monotoon. De bewering volgt nu uit
1.12.

1.18 Stelling. ([T7], V, 3.3 Cor.3). Zij E een l.c.r. en zij K een kegel in
E. Dan geldt: K zwak normaal &> K' voortbrengend in E'.

Bewijs. Dit volgt uit 1.17 en 1,16 en het feit dat (Eé)' = E (zie [T, IV,
1.2).

1.19 Gevolg. Zij E een l.c.r. en zij K een kegel in E. Dan geldt:
K normaal = K zwak normaal.

Bewijs. Dit volgt uit 1.16 en 1.18.
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1.20 Opmerking. Zij E een l.c.r. over C en zij K een kegel in E.
Een lineaire funktionaal f op E heet positief (m.b.t. de kegel K) als

Re f(x) > 0 voor alle x € K. De verzameling
K' = {f e E' | £ is positief}

heet weer de duale kegel.

De reéle restrictie van E resp. E' geven we aan met E0 resp. (E')o.

De kegel K heet normaal als K normael is in Eo; K heet zwak normssal als K
normaal is in (EG)O'

Als f € E', dan is Re f € (EO)’ en er geldt:

(+¢) f(x) = Re f(x) - i Re f(ix) (x € E)

(zie [71, I, T.1). De afbeelding f » Re f blijkt dan een (algebralsch)
isomorfisme van (E')0 op (EO)' te zijn (zie [7], I, 7.2). Onder dit iso-

morfisme gaat K' over in
C:= {g € (EO)' | g(x) >0 VYx e K} 3

merk op dat C de duale kegel van K in (EO)' is.

Uit (%) volgt verder dat o(E,E')-topologie samenvalt met de o(EO,(EO)')-
topologie; de kegel K is dus zwak normaal dan en slechts dan als K normaal
is in (Eo)o'

Met behulp van deze opmerkingen bewijst men gemakkelijk dat 1.18 en 1.19

ook gelden in het geval dat E een l.c.r. over C is.

1.21 Definitie. Zij E een l.c.r. en zij K een kegel in E . Als T een col-
lectie van begrensde verzamelingen in E is, dan heet K een f -kegel (resp.
strikte & -kegel) als voor iedere S ¢ f een S' € f Destaat z6 dat

ScS'nK-5"nK (resp. ScS'nK-S8"nK).

Als ¥  de collectie van alle begrensde verzamelingen van E is, dan spreken

we van een b-kegel (resp. strikte b-kegel).
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1.22 Stelling ([61, Ch.2, 1.14). 2ij (E, ||.]|]) een Banachruimte en zij
K een kegel in E. Dan geldt: K voortbrengend =K is een b-kegel.
Bewijs. Voor r > O definiéren we:

B
r

x| |lx]] < r}

en C

B nK-B_ nkK.
r r r

Als K voortbrengend is, dan geldt:

E = (U C .
neN B
Op grond van de stelling van Baire bestaat er een n € N 28 dat het inwen-
dige van Cn niet leeg is. Daar Cn absoluut convex is, is O een inwendig
punt van Cn; dus voor zekere r > 0 geldt: Br c Cn' Hieruit volgt de bewe-

ring.

1.23 Laten E en F l.c.r. zijn. Zij d een collectie van begrensde verzame-
lingen in E. Onder de -topologie op L(E,F) verstaan we de topologie
van uniforme convergentie op verzamelingen uit Sg.
Als Q = {qala € A} een stelsel halfnormen op F is dat de topologie op F
voortbrengt, dan wordt de ba -topologie voortgebracht door het stelsel half-
normen {pa’s|a € A, S e f} waarbij
def
pa,S(T) = sup qu(Tx) (T e L(E,F)).
xeS
Als het lineair omhulsel van U{S , S € D"} dicht is in E, dan is de I -

topologie op L(E,F) Hausdorffs (zie [T7], III, 3.2).

1.24 Definitie. Zij E (resp. F) een geordende lineaire ruimte met positie-
ve kegel K (resp. L). Een lineaire afbeelding T : E -~ F heet positief in-
dien T(K) < L.

1.25 Propositie. Zij E (resp. F) een geordende l.c.r. met positieve kegel

K (resp. L) (zie 1.2). 2ij T : E~> F een continue positieve lineaire
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afbeelding. Zij T' : F' » E' de geadjungeerde afbeelding. Dan geldt:
T'(L') < XK',
Bewijs. Triviaal.

1.26 Stelling. Zij E (resp. F) een geordende l.c.r. met positieve kegel K
(resp. L). Zij

K={T | Te L(E,F), T(K) c L}

de verzameling van alle continue positieve lineaire afbeeldingen van E in
F., Dan geldt:

K is een kegel ¢<—=K is totaal.

Bewijs. Zie [T1, V, 5.1,

1.27 Stelling. Zij E (resp. F) een geordende l.c.r. met positieve kegel K
(resp. L). 2ij Y een collectie van begrensde verzamelingen in E met
U{s | Sef}=E. Dan is

K={T | Te L(E,F), T(K) c L}

gesloten in de J -topologie op L(E,F).
Bewijs. Zie [T1, V, 5.1.

1.28 Stelling ([71, V, 5.2). 2ij E (resp. F) een geordende l.c.r. met po-
sitieve kegel K (resp. L). Zij ¥ een collectie van begrensde verzameling-
en in E zb dat het lineair omhulsel ven U {8 | 8 ¢ Y} dicht is in E. Als
K een f -kegel is en als L normasal is m.b.t. de topologie op F, dan is

K=1{T | Te L(EF), T(K) <L}

een normale kegel in L(E,F) m.b.t. de ¥ -topologie.

Bewijs. Daar K een Do-kegel is, is K totaal. Uit 1.26 volgt dat K een ke-
gel is. Daar L normaal is bestaat er een stelsel {qala € A} van monotone
halfnormen op F dat de topologie van F voortbrengt. Voor a € A en S € b

definiéren we



=  sup qa(Tx) (T € L(E,F)).

q
@53 xeSnK

Daar K een Do-kegel is, brengt het stelsel halfnormen {qa S|a € A, S € y}
E]
de ff-topologie op L(E,F) voort. Daar iedere q, monotoon is, is ook

iedere 9 .5 monotoon. Uit 1.12 volgt dan het gestelde.
9
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2. De stelling van Pringsheim

2.0 In deze paragraaf is E een l.c.r. over C die rijvolledig is.

2.1 Definitie. Zij Q een niet-lege open deelverzameling van de Riemann-bol
€ u {~»}. Een funktie £ : @ >~ E heet

- analytisch in een punt z, € @ (z, # =) als lim f(z+h) - £(z)
0 0 h~0 h

bestaat voor alle z in een zekere omgeving van Zgs

- analytisch in het punt » (als @ € ) als 1 = lim f(z)
Z>o

bestaat en als de funktie g, gedefinieerd door

f(—;—) als z $ 0
g(z) =

n
o

1 als z

analytisch is in het punt O,

- lokaal -analytisch op 2, als f analytisch is in ieder punt van Q.

2.2 Stelling. Zij E een rijvolledige l.c.r. over € en zij (an):=0 een rij
elementgn in E. Er bestaat dan een getal R, 0 < R < =, z6 dat de macht-
reeks ) &, 2z convergeert als |z| < R en divergeert als |z] > R. Er geldt:

n=0

= n,® . .
R = sup{r € R | (anr )n=0 is begrensd in E} .

Het getal R heet de convergentiestraal van de machtreeks en de cirkel

|z| = R heet de convergentiecirkel. Binnen de convergentiecirkel stelt de
machtreeks een analytische funktie voor.

Bewijs. Dit verloopt geheel analoog aan dat voor het geval E = € (zie [2],
p. 498 en L499).
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2.3 Stelling ([2], p.500). Zij E een rijvolledige l.c.r. over € en zij

(an):=0 een rij elementen in E. Als f ¢ E', dan geven we met R, aan de

o

convergentiestraal van de machtreeks Z f(an) zn. Als R de convergentie-

© n=0
straal van de machtreeks Z a z° is, dan geldt:
n=0 o
R=inf R, .
feE' £

Bewijs. Op grond van 2.2 geldt:
R = sup{r ¢ R | (ahrn) is begrensd in E} .
Nu geldt: een verzameling B c E is begrensd in E dan en slechts dan als B

begrensd is in Ec (zie [T1, IV, 3.3).
Dus

2]
]

sup{r ¢ R | (anrn) is o(E,E')-begrensd}

sup{r e R | Yf € E' is (f(a.n)rn) begrensd}.
Hieruit is gemakkelijk af te leiden:

R = inf sup{r € R | (f(an)rn) is begrensdl.

feE!
En dus
R = inf R,.
feE' £
2.4 Gevolg. Ock geldt: R = inf R
f
fe(E )’
0
(hierin is E_ de re&le restrictie van E).

0
Bewijs. De o(E,E')-topologie valt samen met de c(EO,(Eo)')—topologie (zie

1.20). Het gestelde volgt hiermee uit het bewijs van 2.3.
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2.5 Stelling. Zij E een rijvolledige l.c.r over € en zij Q een niet-lege
open deelverzameling ven de Riemann-bol. Zij verder f : Q +~ E een lokasl
analytische funktie. Als z, € Q, dan is f om het punt z, in een machtreeks
te ontwikkelen; de convergentiestraal van deze machtreeks is gelijk aan de
straal van de grootste cirkel met middelpunt Zgs tot op het inwendige waar-
van f een analytische voortzetting ¥ bezit; binnen de convergentiecirkel
convergeert de machtreeks naar %(z).

Bewijs. Zie [T], IV, Exercise 39.

2.6 Gevolg. Op de convergentiecirkel van een machtreeks (met waarden in

een rijvolledige l.c.r.) ligt steeds een singulier punt.

We zullen nu het vectorwaardig analogon van de volgende stelling van Prings-
heim bewijzen.

[

2.7 Stelling (Pringsheim). Zij gegeven de machtreeks f(z) = ) a z%. Als
n=0
a >0 (n = 0,1,2,...) en als R de convergentiestraal van deze machtreeks

is, dan heeft f(z) een singulier punt in z = R.
Bewijs. Zij 0 < p < R. Ontwikkelen we £(z) om het punt z = p in een macht-

reeks, dan krijgen we

(*) nZO bn(z-p)n,

"
~
—
=]
®
©
B
1
e
-
]
o
-
-
N
=

.. 1 k)
waarbij bk = xT f( (o)

Als r de convergentiestraal van (») voorstelt, dan is zeker r > R-p. Om
nu te bewijzen dat z = R een singulier punt van f(z) is, is het voldoende
om aan te tonen dat r < R-p.

zij Re*®(0 < o < 2n) een singulier punt van J a z". Beschouw nu de

machtreeks: =0

-

i
ng Cn(Z-Oe

a)n
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oo

waarbij ¢ = fck)(Oeia) = 7

n n-k i(n-k)a
k k! () ap e
n=k

X (k=0,1,2,...) .

De convergentiestraal van deze machtreeks is dan precies gelijk aan R-p.
Daer a > 0 is, is |cn| b, (n=0,1,2,...) . Hieruit volgt:

1 1

/ /n

= lim sup |c_| '® < lim sup b P <
n->o n n>o

1 1
R-p r

Dus r < R-p.

2.8 stelling ([7], App. 2.1). Zij E een l.c.r., over C die rijvolledig is.

Zij K een kegel in E die zwak normeal is (zie 1.202. 7ij a €K (n=0,1,2,..).

Stel dat de convergentiestraal van de machtreeks z &, z" gelijk is aan 1.

Dan geldt: n=0

(i) de analytische funktie die binnen de eenheidscirkel door deze.macht-
reeks wordt voorgesteld heeft een singulier punt in z = 13

(i1) als deze singulariteit een pool is, dan heeft deze maximale orde

onder de polen op |z| = 1.

[}

Bewijs. Voor |z| < 1 defini&ren we: f£(z) = ] a, 2",
n=0
Zij 0 < p < 1. Ontwikkelen we f(z) in een machtreeks om het punt z = p,

dan krijgen we

7 b(')ns

waarbij b, = ) (;:)pn-k a (k=0,1,2,...); 2ij r de convergentiestraal

n
n=k
van deze machtreeks.
Zij EO de reéle restrictie van E. Als f € (EO)', dan geven we met R. (resp.

rf) de convergentiestraal aan van de machtreeks

nZO f(an)zn (resp. nZO f(bn) (z-p)") .

Uit 2.4 volgt:
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(1) inf Rf =1en inf r,=r.
fe(Eo)' fe(Eo)'

Daar K zwak normaal is, is
c:= {f e (E))' | £(x) > 0 voor alle x € K}

voortbrengend in (EO)' (zie 1.18 en 1.20).
Hieruit volgt:

(2) inf Rf = inf Rf en inf r, = inf re .
fe(EO)' feC fe(Eo)' feC

Voor f € C is f(a ) 20 (n=0,1,2,...). Op grond van 2.7 volgt dan

(3) R, -p= re als £ € C.

Combineren we (1), (2) en (3), dan vinden we r = 1-p. Dit betekent (zie
2.5) dat z = 1 een singulier punt is.

Laten we aannemen dat de singulariteit z = 1 een pool van orde k is. Als

T = e:Le een punt van de eenheidscirkel is en als z = tg, 0 < t < 1, dan is

lim £(|z]) |z-¢|® = 0
t4+1

voor iedere p > k. Daar K zwak normasal is, volgt (zie 1.12) dat

(1-t)® § (¢ cos no)a_en (1-t)® § (t" sin ne)e
n n
n=0 n=0

voor iedere p > k naar O convergeren in Ec als t 4+ 1.

(want: 0 < (tPcos n8)a_+ |z|" a_ < 2|z|" & en
- n n — n

0 < (t"sin nola + [z|™ a < 2|z|® a ).
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Dus voor iedere p > k convergeert £(z) |z-z|® naar 0 in E als t + 1.
Hieruit volgt dat, voor p > k, {f(z) |z-z|P | 0 < t < 1} begrensd is
in E_, en dus ook in E (zie [T71, IV, 3.3).

Hieruit volgt dat, voor p > k en € > 0, f(z) [z-?.‘ |p+€ naar O convergeert
in E als t 4 1.

Stel nu dat 7 een pool van de orde m is, dan volgt uit het bovenstaande
dat m < k.
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3. Positieve operatoren

3.0 In deze paragraaf is E steeds een reéle geordende Banachruimte of een
geordende lokaal convexe ruimte (l.c.r.) met positieve kegel K (dus K is

gesloten in E).

3.1 Stelling. Zij E een geordende Banachruimte met positieve kegel K. Als
K ruimtelijk is of als K voortbrengend en normaal is, dan is iedere posi-
tieve lineaire operator op E continu.

Bewijs. Zie [T], V, 5.5 en 5.6.

3.2 Stelling ([T7], App. 2.2). Zij E een geordende Banachruimte met posi-
tieve kegel K die voortbrengend en normaal is. Zij T een positieve lineaire
operator op E. Dan geldt:

(i) T is continu en r(T) € o(T);

(ii) als r(T) € Pol o(T), dan is r(T) een pool van maximale orde in Per o(T).

Bewijs. De continuiteit ven T volgt uit 3.1. Zij
K=1{s e L(E) | s(K) < K}.

Daar K voortbrengend en dus totaal is, is K een kegel (zie 1.26). Verder
is K een b-kegel (zie 1.22) . Op grond van 1.28 is K den normasal in L(E)
m.b.t. de topologie van uniforme convergentie op begrensde verzamelingen
van E (i.e. de norm-topologie op L(E)).

7ij ¢: L(E)— L(E®) de natuurlijke inbedding, d.w.z. ¢(S) = s® (zie
Appendix 5.1).

Uit 1.12 volgt dat ¢(K) normaal is in L(Ec)0 (= de re8le restrictie van
L(E®)) m.b.t. de norm-topologie op L(E®). Op grond van 1.19 en 1.20 is
op ¢(K) dan ook zwak normeal in L(E®).

Zij nu r(T) > 0. Dan kunnen we 2.8 toepassen op de funktie

v rEE 1) = ] (g™ aon
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Daar de coéfficienten van bovenstaande machtreeks elementen zijn van de
kegel ¢(K), volgt dat r(T) een singulier punt is van R(A;Tc); dit betekent
r(T) € o(T).

De bewering (ii) volgt ook direct uit 2.8.

Als r(T) = 0 dan is de bewering triviaal.

3.3 Stelling ([T7], App. 2.4). Zij E een geordende Banachruimte met posi-
tieve kegel K, die totaal is. Zij T een continue positieve lineaire ope-
rator op E z8 dat Per o(T) n Pol o(T) # ¢. Dan geldt:
(1) r(T) € o(T);
(ii) als r(T) € Pol o(T), dan is r(T) een pool van maximale orde in

Per o(T).
Bewijs.
(i) Het geval r(T) = 0 is triviaal. We mogen dus aannemen dat r(T) > O.
Uit 1.6 (ii) volgt dat K' - K' dicht is in E&. Dus K' - K' scheidt de
punten van E (zie [T], IV, 1.3). We beschouwen nu het duale paar < E,K'-K'>
(zie [T, IV, 1). Zij F = (E, o(E,K'-K')), d.w.z. F is de ruimte E voor-
zien van de topologie van puntsgewijze convergentie op K'. Dan is F een
l.c.r. en er geldt: F' = K' - K' (zie [7], IV, 1.2). Op grond van 1.18 is
K normaal in F.
We voorzien nu L(E) en L(E®) van de norm-topologie (i.e. de topologie van
uniforme convergentie op begrensde verzamelingen). De ruimte L(E,F)
resp. L(Ec,Fc) voorzien van de topologie van puntsgewijze convergentie op K
geven we aan met LO(E,F) resp. LG(EC,FC). Daar K totasal is in E, zijn
LO(E,F) en LG(EC,FC) lokaal convexe Hausdorff-ruimten (zie [T], III, 3.2).

Beschouw nu onderstaand diagram:
L(E) "*“j;“‘“‘* L(E®)

.

L(BF) o LG(EC,FC)
)
2
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Hierin zijn w1 en ¢2 de natuurlijke injecties; $, en ¢2 zijn gedefinieerd
door

¢,(8) = 8% (5 € L(E))
¢ (s e L(E,F)).

8,(5)

Dan is bovenstaand disgram commutatief.

De afbeeldingen ¢1 en ¢2 zijn topologisch; ¢1 en w2 zijn continu.

Als S € k(E) resp. L(E®) dan schrijven we in plaats van ¢1(S) resp. we(S)
ook wel S.

zij K = {8 € L(E) | 8(K) < K} de verzameling van alle continue positieve
lineaire operatoren op E. Daar K totaal is, is K een kegel (zie 1.26).

ais ¥ = { {x} | x € K-K}, dan is K een strikte é?—kegel. Daar K

normaal is in F, volgt (zie 1.28) dat de kegel H = {S € L(E,F) | S(K) < K}
normaal is in L_ (E,F).

Daar K'- w (K) < H, is K normasl in L (E,F). Daar 95 topologisch is, is
KS:= %, (K) normaal in L (°,F%). D KC is ook zwak normaal (zie 1.19 en
1.20).

Zij nu ¢ € Per o(T) een pool van orde k. Als
Q:= lim (A-2)® R(A;T°) ,
A>T
dan is Q # 0. Dan is ook
v . k v c
0% Q= lim (A=g)” R(A;T7).
A>T
v
Stel nu r(T) ¢ o(T). Dan is A —> R(A3T°) en dus ook A —> R(A;T°) analy-
tisch in A = r(T). De coéfficienten van de machtreeksontwikkeling

N
R(A;T¢) = Z
n=0 A\

n+1

N
zijn elementen van de zwak normale kegel K°. Daaruit volgt (zie 2.5 en 2.8)
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dat g(A;Tc) een voortzetting heeft met waarden in de completering van
LO(EC,FC) die analytisch is voor |A| > r, waarbij O < r < r(T). Hieruit
volgt dat {¥(x;T°)| |A| > r(T)} begrensd is in LU(EC,FC). Dit impliceert
a = 0. Tegenspraak. Dus r(T) e o(T).

(ii) We merken op dat een pool van R(1;T%) op de cirkel |A| = r(T) een

pool van dezelfde orde van R(A T¢) is. De bewering volgt met behulp van het

bovenstaande nu uit 2.8.
Opmerking. Een kort en elegant bewijs van 3.3 wordt gegeven in [3], §k4.2.

3.4 Stelling ([8], Satz 1(1.3)). Zij E een geordende Banachruimte met po-
sitieve kegel K die totaal is. Zij T een continue positieve lineaire ope-
rator op E 26 dat Per o(T) < Pol o(T). Dan geldt:

(i) r(T) € o(T) en r(T) is een pool van maximale orde in Per o(T);

(ii) 3x € K \ {0} 28 dat Tx = r(T)x ;

(iii) 3f € X' \ {0} 26 dat T'f = r(T)f

Bewijs. De bewering (i) volgt direct uit 3.3.

Zij ™ : B 5E® ge complexificatie van T (zie Appendix 5.1). Als A € R,
dan zal R(A;T) de restrictie van R(A;T°) tot E zijn.

Daar r(T) € Per o(T), is r(T) een pool van zeg orde k.

We beschouwen eerst het geval dat r(T) > O.

Als

Q= 1im  R(T) (A-r(1)E
Avr(T)

o
den is Q # 0. Als A > r(T), dan geldt R(A;T) = Z 1n+1 . Daar K ge-
n=0 A
sloten is, volgt dat R(A;T) positief is voor A > r(T). Uit 1.27 volgt dat
Q positief is.
Daar K totaal is, bestaat er een y € K\{0} 28 dat Q(y) € K\ {0}; immers

uit Q(K) = {0} zou volgen

Q(E) = Q(X=K) < Q(X-X) = {0}.
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lim (AI-T) R(A;T)(A-r(T))k
Avr(T)

Nu is (r(T)I-T) Q

& lim  I(-r(T)¥=0.
Avr(T)

Als x:= Q(y), dan is x € K\ {0} en Tx = r(T)x. Hiermee is (ii) bewezen.
Om (iii) te bewijzen passen we bovenstaande redenering toe op de geadjun-
geerde operator T' : Eé-————>Eé.

Daar K totaal is, is K' een kegel (zie 1.6). Daar K' ook gesloten is in
Eé (dit volgt uit 1.27), is Eé een geordende Banachruimte met positieve
kegel K',

Daar R(A3T)' = R(A;T'), volgt

Q' = lim R(A;T) (A-r(T))E,
S avr(T)
Omdat Q # 0 is, is ook Q' # 0. Daar Q positief is, is Q' ook positief

(zie 1.25). Verder is
Q' : E' —>E!
o o

continu (zie [T71, IV, 2.1).

Uit 1.6 volgt dat K' totaal is in E&. Hieruit volgt dat er een
g € K'\ {0} is met Q'(g) € K'\ {0}; immers uit Q'(K') = {0} zou volgen
Q'(E') = {0}, dus Q' = 0. Verder is (r(T)I-T')Q' = 0.
Als f:= Q'(g), dan is f € K'\ {0} en Q'(f) = r(T)f.
Hiermee zijn (ii) en (iii) bewezen voor het geval r(T) > 0.
Zij nu r(T) = 0. De Laurent-reeks van R(A;T°) om het punt O wordt dan
gegeven door
ROGr) = | AL

n=0 An+1

Daar A = 0 een pool van orde k is, is (‘I‘c)k-1 $0en (Tc)k = 0; dus
™1 40en T =o0.



Daar T continu en K totaal is, is er een y € K \ {0} zd dat Tk"1

Stellen we x:= Tk—"y dan is x € K \ {0} en Tx = 0.
vit 78] $ 0 en ™ = 0 volgt (T')K" $0en (1) = 0. Daar T' : E! —»E!
ook continu is (zie [T7], IV, 2.1) en daar K' totaal is in E', is er een

g € K' \ {0} z6 dat (T')k_.| g € K' \ {0}. Stellen we f:= ('I'('J)k.1

f e K"\ {0} en T'f = 0.

¥y € K\{0}.

g dan is

3.5 Gevolg. Zij E een geordende Banachruimte met positieve kegel K die to-
taal is. Zij T een positieve lineaire operator op E z6 dat r(T) > 0 en TP
compact is voor zekere p € N. Dan geldt:

(i) 2»(T) € o(T) en r(T) is een pool van maximele orde in Per o(T);

(ii) Ix € K\ {0} 28 dat Tx = r(T)x ;

(iii) 3f € K'\ {0} 26 dat T'f = r(T)f.

Bewijs. Daar r(T) > O en daar ™ compact is, volgt:

Per o(T) < o(T)\ {0}c Pol o(T).
Het gestelde volgt nu uit 3.k,
3.6 Definitie. Zij K een kegel in een reéle lineaire ruimte E. Een deel-
verzameling B c K heet een basis voor K als er voor iedere x € K precies
€én o > 0 bestaat z8 dat x = ob voor zekere b € B.
3.7 Opmerking. 2ij E een re&le l.c.r. en zij K een kegel in E met com-
pacte convexe basis B. Uit een gevolg van de stelling van Hahn-Banach
(zie [1], 21.12) volgt dat er een f € E' bestaat 26 dat

inf{f(x) | x € B} > 1.

De verzameling {x | £f(x) = 1} n K is dan ook een compacte convexe basis

voor K. Merk op dat f € K'.
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3.8 Lemma. Zij E een lineaire ruimte (over R of €) en laten 7, en ?2
lokaal convexe Hausdorff topologieén op E zijn zd dat 71 fijner is dan 72.
Als er in E[71] een nulomgevingsbasis is bestaande uit verzamelingen die
volledig zijn in E[?2], dan is E[71] volledig.

Bewijs. Zie [71, I, 1.6.

3.9 Zij E een re&le l.c.r. en zij K een kegel in E met compacte convexe
basis. Uit 3.7 volgt dat er een f € K' bestaat z8 dat

B:={x | £f(x) =1} nK

een compacte convexe basis voor K is.
We bewijzen dat K gesloten is in E. Zij nl. x € K. Dan is er een net
{x, | 0 € S} in K met x = lim x . 7ij x

o
is f(x) > 0. Daar B compact is, bevat het net

c—
{bc | o € S} een deelnet {bo(r)l T € T} dat convergeert, zeg naar b0 € B.

Dan volgt:

=a b metb € B (0 € S). Dan
o o o

1im f(xo) = lim o

lim % () bU(T) = f(x) by-

Dus x = £(x) b, € K.

Zij U het convex omhulsel van B u (-B). Dan is U absoluut convex. Daar B
compact is, is ook U compact (zie [T7], II, 10.2).

Z1]) E1

E1. Zij p de Minkowski-funktionaal van U, d.w.z.

:= K - K. Dan is U een absoluut convexe absorberende verzameling in

p(x) = inf{} | A > 0, x € AU} (er1).

Dan is (E1,p) een genormeerde ruimte.

De norm p heet de basis-norm behorende bij B,

Daar U compact is, is U begrensd en volledig. Uit de begrensdheid van U
volgt direct dat de natuurlijke inbedding

(E{;p) —— E
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continu is. Daar K gesloten is in E, is K ook gesloten in (E,,p). Uit het
feit dat U volledig is, volgt (zie 3.8) dat (E1,p) een Banacﬁruimte is.

We bewijzen tenslotte dat K een normale kegel in (E1,p) is. Zij V het con-
vexe omhulsel van {0} u B. We tonen aan dat U n K = V, Het is duidelijk

dat Vc UnK, Stelnuxe UnZK, Daar x € U, is x = Ab, - (1—x)b2, waarbi]j

1
0O<X<lenb;, B (i =1,2); daar x € K, is x = aby met a > 0 en by € B.
Hieruit volgt f(x) = 2A = 1 = a3 dit impliceert 0 < a < 1, Dus x € V.

Daar U n K = V, is p(x) = f(x) voor alle x € K. Daar f € K' (zie boven),

volgt dat p monotoon is. Op grond van 1.12 is K dan normaal in (E1,p).

3.10 Stelling ([7], App. 2.6). Zij E een re&le l.c.r. en zij K een kegel
in E met compacte convexe basis. Zij T een lineaire operator op de deel-
ruimte E, =K - K van E, z6 dat T(K) < K en z8 dat de restrictie van T
tot K continu is. Dan geldt:

dr > 0en x e K\ {0} 25 dat Tx = rx.

Bewijs. We gebruiken in dit bewijs de notaties van 3.9.

Uit 3.9 volgt dat (E1,p) een geordende Banachruimte is met positieve kegel
K die voortbrengend en normaal is. We vatten T nu op als operator op
(E1;p). Uit 3.2 volgt dan dat T continu is en dat r(T) e o(T) (mogelijk
is r(T) = 0).

Als A € R, dan zal R(A:T) de restrictie van R(A;T°) tot E zijn

(¢ : E°——E® is de complexificatie van T, zie Appendix 5.1).

Zij (An) een rij met A ¥ r(T). Dan is

sup |[RO sT)|| =«
n

Stel nl. sup ||R(A 3T)|| <M< =. Kies dan een n 28 dat r(T) < A < r(T) +
n

+ ﬁ . Uit Appendix 1.3 (iv) volgt dan dat r(T) ¢ o(T). Tegenspraek.
Op grond van de stelling van Banach-Steinhaus (zie [T7], III, L4.2) bestaat

ereeny € E,, z6 dat

sup p(R(r_;T)y) = =.
n n
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Er is dus een deelrij (un) van (An) z8 dat

lim p(R(u 3T)y) = =.

n->o
Daar K voortbrengend is in E1, mogen we aannemen dat y € K. Stellen we

R(u ;T)y

%7 PR Ty)

dan is x € B en er geldt:

1im p((unI—T)xn) =0,

n->«o

Hieruit volgt: lim p(Txn - r(T)xn) = 0.

n->o

Daar de inbedding (E1,p)————>E continu is (zie 3.9) volgt dat ook
Tx -r(T)x - 0 in E, als n > =,
n n

Daar x € B (n=1,2,...) en dear B compact is, bezit de rij (xn) een
limietpunt x € B. Daar verder de restrictie van T tot K continu is, volgt

Tx = r(T)x.

3.11 Stelling ([7], App. 2.6 Cor.). Zij E een geordende Banachruimte met
positieve kegel K. Zij T een positieve operator op E.

Als K ruimtelijk is, dan is T continu en er geldt:

dr > 0en £ e k' \ {0} 26 dat T'f = rf.

Is K bovendien normaal, dan geldt:

3f € k' \ {0} 26 dat T'f = r(T)f.

Bewijs. Zij K ruimtelijk. Uit 3.2 volgt dat T continu is. Daar K ruimtelijk
is, is K voortbrengend en dus totaal (zie 1.3). Op grond hiervan is K' een

kegel in E' (zie 1.6).

zij 8 = {x | ||x|| < 1} de eenheidsbol in E en zij x, een inwendig punt

0

van K. Dan is er een a > 0 z6 dat Xy + aS c K. Hieruit volgt



asS < (—xO+K) n (xO—K)(={x € Ef—xo <x < xo}).
Zij H het hypervlak H = {f ¢ E|f(xo) =1} enzij f € H n K'. Dan is

If(x)l < 1 voor alle x met -X, < x < x_ , dus zeker voor alle x € aS.

s
Dit betekent dat ||f]] 5_& . Hieruit vglgt dat de verzameling H n K'
equicontinu is. Verder zijn H en K', en dus ook H n K', convex en geslo-
ten in E&. Op grond van de stelling van Alaoglu {zie [71, III, 4.3)

is H n K' dan compact in Eé. We tonen aan dat H n K' een basis is voor K'.
Zij nl. f e K' \ {0}. Dan is 8 = f(x,)

gen dat f(x) = 0 voor alle x € oS, dus dat f = 0. Verder is

> 0; immers uit f(x.) = 0 zou vol-
0

= f ' = ' = =
g ETESS e HnK'. Dus f = Bgmet ge HnK'., Stel f Bg B1g1 met

g, € Hn K'. Dan is f(xo) =R = 81. In Eé is XK' dus een kegel met com-
pacte convexe basis H n K'.

Daar T continu is, is ook T' : E}——E! continu (zie [7], IV, 2.1). Daar
T positief is, is ook T' positief (zie 1.25).

Op grond van 3.10 bestaat er een r > O en een f ¢ K' \ {0} 26 dat T'f = rf.
Zij p de basis-norm (zie 3.9) op F:= K' - K' behorende bij de basis H n K'.
Uit het bewijs van 3.10 volgt dat r gelijk is aan de spectraalradius van
de operator T' : (F,p)—>(F,p).

Als X bovendien normaal is, dan is K' voortbrengend in E' (zie 1.6); dus

F = E'. Daar H n K' begrensd is in Eé, is de identieke afbeelding

(B! ,p) -—)-Eé
continu. Uit de open-afbeeldingsstelling (zie [7], ITI, 2.1) volgt dan dat
de topologie afkomstig van p samenvalt met de B(E',E)-topologie. Nu is de
spectraalradius van T' als operator op Eé gelijk aan r(T) (zie Appendix
3.6). Hieruit volgt het gestelde.
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4, Sterk-Positieve Operatoren

4.0 In deze paragraaf is E een geordende Banachruimte met positieve kegel

K en A een (m.b.t. K) positieve lineaire operator in E.

4.1 Notatie. Het inwendige, resp. het lineair omhulsel van een deelverza-

meling V van E duiden we aan met Vo, resp. sp V.

L.2 Propositie.
(i) K +k° cK
(ii) ak® < K® (a > 0)

o

Bewijs. Triviaal.

4.3 Propositie. Als x,y € E en ax + (1-a)y € K( o € R), dan geldt x =y.
Bewijs. Uit x + ((1-a)/a)y € K (a > 0) volgt

x -y = limlx + ((1-a)/a)yle K = K.
Q-
Uit (a/(1=a))x + y € K (a < 1) volgt
y - x = linl (a/(1=0))x + y] € K = K.
a>=*

Dus x -y € K n -K = {0}.

4.4 Propositie- Als £ € K' en £ # 0, dan f(x) > 0 (x € k°).

Bewijs. Onderstel Jy e K° : £(y) = 0. Als x € E, dan geldt voor geschikte
§>0:y+8xeKeny-06xe K, Dus 0 < f(y + 8x) = 6f(x) en

0 < f(y - 6x) = -8f(x). Hieruit volgt f(x) = 0. Dus f = 0. Tegenspraak.

4.5 Propositie, Als A $ 0, dan Ax $# 0 (x € K°).
Bewijs. Analoog aan dat van propositie l.h,
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4.6 Propositie. Als A(E) n K° # ¢, dan A(k°) < K°.

Bewijs. Kies x € E z8 dat Ax ¢ K°. Zij y € K°. Voor geschikte § > 0 geldt
Yy - 8x € K en dus Ay - 8Ax = A(y - 6x) € K. Hieruit volgt (zie L4.2)

Ay € 6K + K c k° + K < K°.

4.7 Definitie. Zij u € K, u # 0. We noemen A u-positief (m.b.t. K) als
voor alle x € K\ {0} positieve getallen a en B en een natuurlijk getal

P > 1 bestaan z6 dat ou < APx < Bu.

4.8 Definitie. We noemen A sterk-positief (m.b.t. K) als voor alle
x € K\{0} een natuurlijk getal m > 1 bestaat z8 dat A"x e K°.

4.9 Propositie. Als E # {0}, u e KC en A sterk-positief, dan A u-positief.
Bewijs. E # {0} en u € K° ==u ¢ K\{0}.

Als x € K\ {0}, dan bestaat er een m > 1 z6 dat A% e K°. Voor geschikte
Yy > 0 geldt dus A% - Yu € K, d.w.z. A®x > yu. Uit u € K° volgt dat voor

geschikte 8 > 0 geldt u - 6A"x € K, d.w.z. A% < s .

4.10 Propositie. A sterk-positief ==A(K°) < k°.
Bewijs. Z.b.d.a. K # {0}. Kies x € K \{0}. Voor zekere m > 1 gelat A"x e K°.
Dus A™(E) n K° 4 ¢. Uit A(E) > A™(E) en prop. 4.6 volgt nu het gestelde.

4,11 Propositie. Als E # {0}, K ruimtelijk en A ¢ L(E) sterk-positief,

dan geldt r(A) > 0.

Bewijs. Kies u € K°. Dan u % 0 (want E % {0}). Volgens 4.9 is A u-positief
en er bestaan dus eenn > 1 en een a > 0 z6 dat Ay > au. Stellen we

B=o A", danB e L(E). B positief en B"u > u(m = 1.2,...). Daar

r(B) = of‘r(A)n is het voldoende aan te tonen dat r(B) > 0. Onderstel

r(B) = 0. Dan B™u > 0 als m + =, Uit B"™u > u(m = 1,2,...) volgt nu 0 > u.

Dus 0 = u. In strijd met u # 0.
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4.12 Propositie. Zij A € L(E) sterk-positief en a > O.

(i) [x e K\{0} en Ax = ax] ==x € K°

(ii) [f € K'\ {0} en A'f = of] ==f(x) > 0 (x € K\ {0}).

Bewijs.

(i) Kies m > 1 z6 dat A"k e K°. Uit A"x = o"x volgt nu

xe a ™k ck® (zie 4.2).

(ii) 2zij x € K\{0}. Kies m > 1 28 dat A%x € K°. Dan £(A"x) > 0 (zie 4.h).
Hieruit volgt o f(x) = ((A")™f)(x) = ((A™)'£)(x) = £(A"x) > 0. Dus

f£(x) > o.

4.13 Stelling ([8], Satz 2(1.3)). Zij E niet-triviaal en A € L(E). Is K
ruimtelijk, A sterk-positief, Per o(A) < Pol o(A) en r = r(A), dan geldt:
(1) 0<r e o(a)
(ii) er bestaat een x € K° z6 dat
(a) Ax = rx
() [T >0, xe K\{0} en AX = rx]=3r = r en x e spi{x}
(iii) r is enkelvoudige eigenwaarde van A
(iv) r is enkelvoudige pool van A
(v) Per o(A) = {r}
(vi)- er bestaat een f € K' z6 dat
(a) A'f = rf en £(t) > 0 (t € K\{0})
(b) [r >0, TeK\{0} en A'f = rfl=3r = r en f € sp{f}
Bewijs.
(0) K ruimtelijk —> K totasl (zie 1.3). We kunnen dus 3.l toepassen,
(i) Uit 4.11 en 3.4 volgt: 0 < r € o(4A).
(ii) Uit 3.% en 4.12 volgt: Ix € K° : Ax = rx.
Onderstel nu: r > 0, x € K\ {0} en Ax = rx. We zullen aantonen dat r=r
en x € sp{x}. Volgens 4.12 X € K°. Kies g € K'\ {0} z6 dat A'g = rg
(zie 3.4). Het is duidelijk dat

T g(x) = glax) = (A'g)(x) = r g(x) .

Uit x € K° en g € K'\ {0} volgt g(x) > 0 (zie 4.k). Dus r = r en Ax = rx.
Zij nu V:i= {a € R : ax + (1-a)x € K}. Dan V % @.
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Is V=R, dan x = x € sp{x} (zie L.3). Onderstel nu V # R. Zij B een
rendpunt ven V en y = Bx + (1-8)x. Dan is y een randpunt van K. Uit K=K
volgt y € K. Voorts geldt Ay = ry. M.b.v. 4.12 is nu gemakkelijk in te
zien dat y = 0. Hieruit volgt X € splx}.

(iii) 2ij v € E en Av = rv. We zullen aantonen dat v € sp{x}. Daar x e x°
geldt voor geschikte § > 0 : x + 6v € K \{0}. Het is duidelijk dat

A(x+6v) = r(x+8v). Dus x + 8v € sp{x}. Hieruit volgt v € sp{x}.

(iv) Zij u e K°. Volgens 4.9 is A u-positief. Bovendien is K voortbrengend

(zie 1.2). We kunnen dus [5], Theorem 2.10 toepassen:
N(r-A) = N((r-a)") (n=1,2,....).

Het klimgetal van r - A is dus gelijk aan 1. Hieruit volgt direkt dat ook
het klimgetal van r - A® = (r-A)¢ gelijk is aan 1. Uit r € o(A) en

Per o(A) c© Pol o(A) volgt dat r een pool is van AS. De orde van deze pool
is gelijk aan het klimgetal van r - Ac, dus 1. Konklusie: r is een enkel-
voudige pool van A.

(v) Het is duidelijk dat r € Per o(A). Onderstel nu A € Per o(A) en
A +)r. Dan is A een pool van AS en dus een eigenwaarde van AC, Volgens [51,
Theorem 2.13 geldt |A| < r. Dit is in strijd met A e Per o(A). Konklusie:
Per o(A) = {r}.

(vi) Uit 3.4 en L4.12 volgt: If € K'\{0}: A'f = rf en £(t) > 0 (t € K\{0}).
Onderstel nu dat r > 0, T € K'\{0} en A'f = rf. We zullen aantonen dat
T =r. Het is duidelijk dat

T f(x) = (A'F)(x) = T(Ax) = £(rx) = r £(x).
Uit x € K° en T e K'\{0} volgt £(x) > 0 (zie 4.4). Dus T = r. Hieruit
volgt f € N(r-A'). We zijn klaar als we aantonen dat dim N(r-A') = 1.

Daar r een enkelvoudige pool is van A geldt:

E = N(r-A) & R(r-A).
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Volgens [4]1, IV, 1.12 is R(r-A) gesloten. We kunnen dus [4], I.6.L toe-
passen:
dim(E/R(r-A))' = aim R(r-A)" .
Daar r een enkelvoudige eigenwaarde van A is geldt
dim E/R(r-A) = dim N(r-A) = 1.
Dus dim R(r-A)' = t. Uit
N(r-A') = N((r-A)") = R(r-a)*

volgt nu dim N(r-A') = 1.

L. 14 Opmerking. Merk op dat iedere sterk-positieve operator irreducibel
is (vgl. I. 5.3).
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Hoofdstuk III
Het spektrum van positieve operatoren in komplekse Banachroosters
door

W.J. de Schipper

§1. Komplekse Banachroosters

1.0 In dit hoofdstuk zijn X en Y steeds niet-lege kompakte T2-ruimten;
C(X) 1is de verzameling van alle komplekswaardige kontinue funkties op X;
Cr(X) is de verzameling van alle redelwaardigekontinue funkties op X;

+ . . . . . .
C (X) is de verzameling van alle niet-negatieve kontinue funkties op X.

1.1 C(X) is een komplekse kommutatieve Banach-*-algebra met eenheid 1X.

Cr(X) is een reéle kommutatieve Banachalgebra met eenheid 1X en tevens een

Banachrooster met sterke orde-eenheid 1X; C+(X) is de positieve kegel.
'Cr(X) is een gesloten reéle deelruimte in C(X) en

C(X)0 = Cr(X) ® i Cr(X) (C(X)0 is de reéle restriktie van C(X)). Bovendien

geldt voor £ = g + ih ¢ C(X):

[£l] = ||f||c (:= sup{||g cos o + h sin a|| | o € R}).

C(X) is derhalve isometrisch isomorf met de kompleksifikatie van Cr(X)
(zie ook appendix §5).
Op C(X) is een absolute waarde .l c(x) » C+(X) gedefinieerd door

[£] (x) := |£(x)].
Als f = g + ih dan geldt:

|£| = ng + 12 = sup{g cos a + h sin o | a € R}

(dit supremum is het supremum in cr(X); men gaat gemakkelijk na dat het be-
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staat). Voor die absolute waarde gelden o.a. de volgende formules:
(i) |t+g| < 2] + lels
(i1)  fof| = o] [£];

(iii) |f] =0 <= £ = 0;

vy el 1= 11el]s

(v) Il < lel = [l2]] < |lell;

(vi)  |r.g|l = |£] . lels

(vii) (£ ecx | [lg]] <13 = e ecx) | |£] < 13
(viii) |£| = |£].

1.2 Definitie

. . + ..
Een kompleks Banachrooster is een geordend drietal (E,Er,E ), waarbij:

(i) E is een komplekse Banachruimte;

(ii) E, is een gesloten reéle deelruimte van E en E,=E_#8 i E,

(EO is de reéle restriktie van E);

N + . . » + . .
(iii) E 1is een kegel in E_, z8 dat (E_,E ) een reéel Banachrooster is.
T T

1.3~ In het vervolg zullen we "kompleks Banachrooster" afkorten tot
"Banachrooster'". Wanneer we het reéle geval beschouwen spreken we uitdruk-
kelijk van "re&el Banachrooster".

We laten het triviale Banachrooster E = {0} steeds buiten beschouwing

zonder dit steeds expliciet te vermelden.
Verder zullen we, zoals gebruikelijk, meestal spreken van het Banach-
rooster E i.p.v. (E,Er,E+).

1.4 Opmerking

Op grond van appendix Lemma 5.1 is een Banachrooster E topologisch
isomorf met de kompleksifikatie van E_. Als P.: E. > E_en P,: E. > iE_ de
T 1 0 r 2 0 r
projekties zijn, dan wordt het verband tussen de a priori aanwezige norm

||.]] en de kompleksifikatie-norm II.Hc gegeven door:

1zl < Izl < (gl + 112,11 1zl ] (1.4.7)
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1.5 Voorbeeld
(c(x), Cr(X), c¢¥(X)) is een Banachrooster; dit Banachrooster zal een belang-

rijke rol spelen in onze beschouwingen.

Zij nu (E,Er,E+) een Banachrooster. We willen de in E_ gedefinieerde abso-
lute waarde uitbreiden tot E. Daartoe bewijzen we eerst twee stellingen

over reé&le Banachroosters.

1.6 Stelling (Lotz [4], Satz 1.1)
Zij E een re&el Banachrooster; zij O < x € E.
Het ideaal E = AE% nl-x,x] is roosterisomorf met een ruimte Cr(X); onder
het isomorfisme is 1X beeld van x.
Bewijs:

Het orde-interval [-x,x] is konveks, gecirkeld, en radiaal in E. Zij
p de ijkfunktie van [-x,x]. p is een halfnorm op E . Omdat E archimedisch

geordend is, is p zelfs een norm op E_ . Verder geldt:
{z € E, | p(z) < 1} e [=x,x] < {z € E, | p(z) < 1}.

Zij nu z € E_ met p(z) = 1. Dan is er een rij {An} in R z6 dat Xn v 1
en §f € [-x,x]. Daaruit volgt:

n
z = lim %— e [-x,x], want [-x,x] is gesloten in (E,||.|]).

n>e 'n

Dus [-x,x] = {2z ¢ E, | p(z) < 1}. (1)

. Als A > 0 en % v € [-x,x] dan

Zij nuu, v € E_ met [ul §_|v
%h|i%ﬁ1ix&m%uebmﬂ.%mutmmm

p(u) = inf{x > 0 | % e [-x,x1} < inf{x > 0 | % e [-x,x1} = p(v

Dus (Ex,p) is een genormeerde Riesz-ruimte met sterke orde-eenheid x.
We laten vervolgens zien dat (Ex,p) norm-volledig is.

Zij {yn} een fundamentaalrij in (Ex,p). Omdat voor iedere y ¢ E_ geldt:

[yl <ply) . |lx]l], is {y,} ook een fundamentaalrij in (,|].1]).

(E,||.||) is een Banachruimte, dus {y,} heeft een limiet y,. Kies e > 0.
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IN e N Vn,m > N: p(yn—ym) < €. Uit (1) volgt dat voor n,m > N geldt

.

Vo - Yy € el-x,x]. [-x,x] is gesloten in (E,]|

), enyy =¥, > ¥y = ¥

(in norm), dus Yy - g € el-x,x], zodat Yo € E . Voor n > N geldt

Y, - Vg € el-x,x], dus p(yn-yo) < €. Daaruit volgt y, = p-lim Y-
Volgens de representatiestelling van Kakutani is (Ex,p) isometrisch

roosterisomorf met een funktieruimte Cr(X); onder dit isomorfisme is 1x het

beeld van x. Dus (EX,II. |) is roosterisomorf met C_(X).

7

1.7 Stelling (Lotz [41, Satz 1.2)

Zij E een re&el Banachrooster.Voor ieder tweetal x, y € E bestaat
sup{x cos o + y sin a | a € R}.

Bewijs:

Zij E # {0} en zij x # 0 of y # O (anders is de bewering triviaal).
zij u = |x| + |y|. Volgens stelling 1.6 is E, = Azh nl-u,ul] roosterisomorf
met een ruimte Cr(X). Derhalve bestaat supg {x cos a + y sin @ | o € R}.
Omdat E een ideaal is, is dit supremum tev:ns het supremum van

{x cos a + y sina | a € R} in E.
7

1.8 Definitie. Uitbreiding van de absolute waarde

Zij (E,Er,E+) een kompleks Banachrooster; zij z = x + iy ¢ E. Defini-

eer de komplekse absolute waarde Iz]c van z door
|z, := supy {x cos a + y sin | o € R}.
r

1.9 Stelling (Lotz [4], Satz 1.3)

(o) vz € E : |z|c ¢ E

Voor z = x + iy geldt: |x| v |y| §_|z|c < x| + |yls (1.9.0)
(i) ¥z,, 2, € E : (z1+z2|c §_|z1|c + |22|c; (1.9.1)
(ii) Yz ¢ E VYA € C : llec = x| |zl (1.9.2)
(iii) V2 e E: [z| = 0> 2z = 0; (1.9.3)

{iv) Vx € E_ : |x|c = |x|; (1.9.4)
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(v)
(vi)

(vii)

Bewijs:

(0)

(1)

(ii)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

Ux, y e B, ¢ x| < |x+iy] s (1.9.5)
Vz e E = ||zl < || [zl [ < ([p [l+l1B 1) 1zl s (1.9.6)

De afbeelding [.Ic : E > E' is uniform kontinu (met betrekking tot

1D

Zij z = x + iy € E.

|x| < sup{x cos o + y sin a | a € R}

2] s

lz| s

ly| < sup{x cos a + y sin a | a € R}
derhalve: 0O §_|xl v Iyl j_'zlc.
Voor alle B geldt:

x cos B+ y sinB < | x cos B+ y sin B | < |x| + lyls

derhalve |z|c = sup{x cos o + y sin a | @ € R} < [x] + |y].

|z1+z = sup{(x +x

2|c 2)
< sup{x, cos a +y, sin a | « € R} + sup{x, cos a + y, sin a | o € R} =

= |Z1|c + Izzic'

cos o + (y1+y2) sin o | @ € R} <

Zij A € € en zij ¢ = arg A, dus A = |A|el¢. Dan geldt:
el
= |A| sup{x cos(a-¢) + y sin(a-¢)|a € R} =

sup{ 2| (x cos ¢-y sin ¢)cos a + |A|(x sin ¢+y sin ¢)sin ala € E
= |A| sup{x cos B + y sin B|B € R} = |A] . Iz|c.
volgt uit 1.9.0.

Uit 1.9.0 volgt |x]| < |x|,. Voor alle B geldt: x cos B <

< |x cos B| < |x|, dus lec = sup{x cos ala € R} < |x]|.

volgt uit 1.9.1 en 1.9.k4.

Zij z = x + iy. Voor alle B geldt x cos B + y sin B 5-]Z'c en
—(x cos B+y sin B) = x cos(B+m) + y sin(B+m) §_|z|c;

Dus |x cos B+y sin B| < |z|,. Daaruit volgt:

||x cos B+y sin B|| < || lz|, |1, aus
[lz|l, = sup{||x cos g+y sin B|| | B e R} < || |z]|, |-
Anderzijds geldt |z| < |x| + |y|, aus || |2]| || <
Hodxl+lyl 1< Hxl{+yl] = TPzl + Pzl | < (HPyl1+] 1251 DI 12]].

volgt uit 1.9.6.
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1.10 Opmerking
Uit eigenschap 1.9.4 volgt dat |.|c : E~> E een uitbreiding is van

l.] : E. > E'. We laten voortaan de index o ¥eg, en spreken van "de absolute

waarde".

1.11 Opmerking
We kunnen in E nog een derde norm definiéren door

Uit 1.4.1 en 1.9.6 volgt dat de drie normen equivalent zijn, immers:

izl < Hellg < [Hl=lT < ey L1+l l D) T2l ] (1.1100)

Op Er vallen de drie normen samen: als X € Er dan

Hxl ] = 1=l = =l

In de ruimte C(X) vallen de drie normen samen.

De ||[.|||—norm heeft nog de volgende extra eigenschappen:
(1) HzEE = 11 1] 1S (1.11.2)
(i) 2, < Izl = [zl 11 < (2] 11 (1.11.3)

1.12 Definitie
ZiJ (E,Er,E+) een Banachrooster en zij F een lineaire deelruimte van E.

F heet eén Riesz-deelruimte van E als F = F.+ iFr, waarbi] F.=Fn E.

een Riesz-deelruimte in het re&le Banachrooster Er is.
F heet een ideaal in E als F = F. o+ iFr’ waarbij F.=FnE, een ideasal is

in het reéle Banachrooster E.

1.13 Lemma
Zij F een lineaire deelruimte in een Banachrooster E.

F is een ideaal als en slechts als
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Yz e F Yy ¢ E: |y|] < |z] = y e F.
)

1.14 Definitie

(E,Er,E+) en (F,Fr,F+) zijn twee Banachroosters.

Zij T : E~ F een lineaire afbeelding.

T heet positief als T de kompleksifikatie is van een (re&le) positieve ope-
rator Tr : Er - Fr'

T heet een roosteroperator als T de kompleksifikatie is van een (reéle)

roosteroperator Tr : Er -> Fr'

1.15 Lemma (Lotz [k4], Satz 1.6)

Zij T : E > F een lineaire operator. De volgende beweringen zijn equivalent:
(1) T is positief;

(i1)  ©(E") e 7

(iii) Yz € E : |Tz| < T|z].

Bewijs:

(i) — (iii): 2ij z = x + iy € E. Voor alle B geldt: x cos B+y sin B < |z]|.

Dus Tx.cos B+Ty.sin B = Tr(x cos B+y sin B) §_Tr|zl = T|z|.

Daaruit volgt: |Tz| = sup{Tx cos o+Ty sin a|a € R} §_T|z|.

T|x| > |Tx| > 0, dus Tx ¢ F .

(iii) —s (ii): Zij x € E'. Dus: Tx

.. . + . .
(ii) = (i): T(E+) c F, dus T(Er) c F.. Daaruit volgt dat T de kompleksi-
. . . +
fikatie is van de operator T : E - F_. Omdat Tr(E+) =7(E") c F
is T positief.

In stelling 2.16 geven we een soortgelijke karakterisering van een rooster-

operator.

1.16 Lemma
Een positieve operator is begrensd.
Bewijs: volgt uit stelling II.3.1.

7
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1.17 Stelling (Lotz [4], Satz 1.5)

Zij E een Banachrooster en zij O < x € E. Dan is het ideaal
E
x
van x onder dit isomorfisme is 1X'
Bewijs: volgt direkt uit stelling 1.6.

v

W

th n.{z ¢ E | |z| < x} roosterisomorf met een ruimte C(X); het beeld

1.18 Lemma (Lotz [4], satz 1.9)
Zij E een Banachrooster en zij x, y € E. Als |z ] j_!x| + |y| dan is er een
dekompositie z = z, + z, met |Z1| < x| en |22| < lyl.
Bewijs:

Stel x # 0 of y # 0 (anders is de bewering triviaal). We identificeren
E|x|+|y| volgens stelling 1.17 met C(X), dus x| + |y| met 145 voorts x met
f, y met g en z met h. Dan geldt |n| f_!fl + Igl 1,0 21 h, = h.|f] en

X
h2 = h.lgl. Dan !h1| j_lfl, Ihgl §_|g| en h =h, + h2. Hieruit volgt de be-

wering.
%

1.19 Stelling (Lotz [L4], Satz 1.12)
Zij E een Banachrooster en stel F en G zijn twee lineaire deelruimten.
Dan geldt:

(1) als F en G idealen zijn, dan ook F + G;

(i1) als F en G gesloten idealen zijn, dan ook F + G.

Bewijs:

(i) volgt direkt uit lemma 1.13 en lemma 1.18.

(ii) We moeten bewijzen dat F + G gesloten is. Zij z = lim z, met

{z } < F + G. Uit de kontinuiteit van || volgt: |z | ~ |z|. Verder konver-
geren ook {|z | A |z] | n e W} en {sup{|z]| A |zkl | k <n} | n e N} naar |z|.

We mogen dus aannemen dat {xn} een monotoon niet-dalende rij van positieve

elementen uit F + G is, die konvergeert naar |z|. Op grond van een dekompo-
sitieeigenschap van re&le Banachroosters ([6], theorem V.1.1) is er een de-
kompositie x = a + b met a e Fenb e G waarbij de rijen {an} en {bn}

monotoon niet-dalende rijen van positieve elementen zijn. Daar

< - < - < - > 1 13
0O<ea -a <X =X < |z] x, voor m > n, is {a } een fundamentaalrij,
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evenals {bn}. Daaruit volgt: |z| = lim a, + limb, ¢ F + G, vant Fen G
zijn gesloten.

7
7

1.20 Lemma

Zij E een reéle genormeerde Riesz-ruimte en zij M een gesloten ideaal in E.
Dan is E/M (met de quotiéntnorm en de quotiént-ordening) een genormeerde
Riesz-ruimte.

Bewijs:

E/M is een genormeerde ruimte en een Riesz-ruimte; de kanonieke pro-
jektie P: E > E/M is een begrensde rooster-operator ([3], stelling 5.9).
We bewijzen nu:

(1) Ve e E ¢ [[&]] = || 2] [| en (i1) 0 <2 <3 =]Iz]] < |Ig]].
Hieruit volgt direkt: || < |§]=>||%|| < ||§||, d.w.z. E/M is een reéle
genormeerde Riesz-ruimte.

(i) 2Zij & € E/M.

Kies € > 03 3x1 € X : ||x1|| < ||%]] + €. Dan geldt:
Hgll + e > Tyl 1= 1 gl D= 1 IgL T, aws ] [2]T] < gl
(1)
7Zij x € % willekeurig en zij € > 0. 321 e %] : ||z1]| < || Izl || + e.
Uit z, € |i| volgt 121‘ € |5‘c| want P is een roosteroperator, dus zonder be-

1
perking der algemeenheid mogen we sannemen Z, 2 0. ZiJ Z, = 2, A |x|; dan

z, € |%| want P is een roosteroperator.0 < z, < z,, dus

Teall < 1agll < 11 121 11+ ¢, on 0 < 25 < Ixl. 7i m = Ix| - z,- Den
geldt: 0 <m < |x| = x* + x” enm e M. Uit de dekompositieeigenschap van
Riesz-ruimten ([3], stelling 6.6) volgt:

+ -

dm, € E 3my e E:0<m <x,0<m <x enm1+m2=m; .
Uitoim1imen01m2imvolgtm1eMenmzeM. Zij y =x -m en

- - - + + - + -
y =x -m,. Dan:y >0,y >0en0<y Ay=(x-m1)A(x-m2)i
ix+/\x_=0, zodat y+Ay-=0. Zi,jy=y+-y-;da.n geldt:

+ - + - 2
Y=y -5 =(X-m1)-(x-m2)=x+(m2-m1),dusyex.
+ - + - .
| =y +y = (x-nm) + (x"-m,) = |x| - m = z,. Daaruit volgt:

1% 1+ e 2 [z [] 2 ezl =11 Iyl 1= Tyl 2 [zl (2)
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Uit (1) en (2) volgt: ||%|] = || %] |

(ii) 2ij 0 <X < § en zij € > 0. 3y, ¢ §: lly1‘| < |1$]] + €. We kunnen
weer zonder beperking der algemeenheid aannemen dat y, > 0. Kies nu
0<xe€ef%en0<z¢€§-3% (dat kan omdat X >0eny -%2>0). zij ¥y, = x + 2
en y3 =y, Ay, Dan 0 2y, € §enO 2yge §, terwijl o
Hysll < Hy < Hgll + e
Zij m = Yo = Y33 dan 0 < m <y, = X + z.
We passen nogmaals de dekompositieeigenschap toe
3m1 € E 3m2 €E :O0 fm, <x, 0 fm, Zzenm +m, =m
Uit O Smy <men 0<my <m volgt m, € Men m, € M. Zij nu Xy = X - mg;
dan x, € Xenx+m=x + m+my Sx+z+m =y, tog, dus
0 X, =x-m < ¥, -m=y,. Daaruit volgt:
Hgll +e> [ly 01 2 Tyl = e I 2 [zl
pus 0 < |[%l] < [Ig]l.
/]

1.21 Stelling (Lotz [4], Satz 1.10)

ZiJ (E,Er,E+) een Banachrooster, zij F een gesloten ideaal in E en zij
F.=Fn Er. Dan is (E/F, Er/Fr, (Er/Fr)+) een Banachrooster, en de kano-
nieke projektie T : E » E/F is een roosteroperator.

Bewijs:

E is topologisch isomorf met (Er)c, F is topologisch isomorf met (Fr)c.
Verder zijn E/F en (Er/Fr)c topologisch isomorf. Er/Fr is met de kanonieke
ordering ([x] > 0 : e x € E + Fr) een reéel Banachrooster, en de kanonieke
afbeelding T, : Er > Er/Fr is een roosteroperator. Daaruit volgt dat E/F een
Banachrooster is, en dat t een roosteroperator is, want T is de kompleksifi-

katie van T,

1.22 Stelling (Lotz [4], Satz 2.5)

Zij E een Banachrooster en zij E de uitbreiding van E die gedefinieerd is
in §4 van de appendix.

E is op natuurlijke wijze een Banachrooster, en de kanonieke inbedding

ng: E-> E is een roosteroperator.
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Bewijs:
Zij n(E)" = {(xn)n e m(E) | vn e N: X > 0}

en m(E)r = {(xn)n e m(E) | ¥n e N: x, € Er}' Dan is (m(E),m(E)r,m(E)+) een
Banachrooster; voor de absolute waarde geldt: |(xn)n[ = (|xn|)n. De inbed-
ding x - (xn)n met x = x voor alle n is een roosteroperator. cO(E) is een
een gesloten ideaal in m(E), dus op grond van stelling 1.21 is E een Banach- -
rooster, en is de kanonieke inbedding Np een roosteroperator.
%

1.23 Stelligg
C(X) is isometrisch roosterisomorf met C(W), waarbij W = B(X x ) \ (X x N).

Schets het bewijs: (zie [9]).

Zij E = C(X). De ruimte m(E) is isometrisch roosterisomorf met het
Banachrooster van alle begrensde kontinue funkties op de lokaalkompakte
ruimte X x N, dus isometrisch roosterisomorf met C(B(X x N)), waarbij
B(X x N) de Cech-Stone kompaktifikatie van X x N is. De verzameling cO(E)
korrespondeert met het ideaal in C(B(X x N)) van de funkties die nul zijn
op W= B(X xIN) \ (X x N). Daaruit volgt dat E isometrisch roosterisomorf
is met C(W).

Y

1.24 Stelling (Lotz [4], Satz 2.6)
Zij E een Banachrooster en zij T ¢ L(E). Zij E de uitbreiding van E en T

de uitbreiding van T tot E (zie §4 van de appendix). Dan geldt:

(i) als T positief is, dan is T positief;
(ii) als T een roosteroperator is, dan is T een roosteroperator.
Bewijs:

Als T positief, resp. een roosteroperator is, dan ook de afbeelding
(xn)n - (Txn)n in m(E). Omdat co(E) een gesloten ideaal is, en de kanonieke
afbeelding van m(E) op E een roosteroperator, gelden deze eigenschappen ook
voor T in E.

7}
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1.25 Stelling (Lotz [4], satz 2.7)

7ij T een positieve operator in een Banachrooster E. Dan r(T) € o(T).
Bewijs: Zie stelling II.3.Z2.

We geven nog een tweede bewijs, dat berust op de eigenschappen van de inbed-~

ding van E in E.

@ # 90(T) < A0(T) (appendix, stelling 3.3)
Volgens appendix, stelling 4.3 geldt Ac(T) = Po(T). Er is dus een eigen-
waarde o van T met |a| = r(T) = r(T). Volgens de vorige stelling is T een
positieve operator.
Uit T6 = ab volgt (lemma 1.15):

T|e| > |To| = |a8| = |a| |6] = x(T) [6].

Voor A > r(T) is R(X;T) positief dus

R(A;T) |6 3_;:%%%7 .
Dearuit volgt:

1R Jol 112 L
Dus | A+i%$) [IROuT) fof || = =

Dus r(T) e o(T) = o(T).
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§2. Positieve operatoren en roosteroperatoren in C(X)

2.1 Definitie
Een lineaire deelruimte I van C(X) heet een algebraisch ideaal als
¥f e I Vg e C(X) : f.g e I.

2.2 Stelling
Zij I een gesloten algebraisch ideaal in C(X). Dan is er een gesloten ver-

zameling SI c X (de drager van I genaamd) z8 dat
I={fecC(x)| £(sp) = {0}}.

Als I = C(X) dan 8; = @ en omgekeerd.
Bewijs: zie [3], stelling 6.13.
Vi

2.3 Stelling
Zij I een gesloten lineaire deelruimte van C(X).

T is een algebraisch ideaal als en slechts als I een (orde-)ideaal is.
Bewijs: zie [3], stelling 6.1k,
V

2.4 Stelling
Zij I een gesloten ideaal in C(X) met drager S.

Dan is de afbeelding w: C(X)/I » C(S), gedefinieerd door
w(f) (x) = £(x) (x e S, £ e C(X)) een isometrisch rooster- en algebra-
isomorfisme.
Bewijs:

Men gaat gemakkelijk na dat w goed gedefinieerd is. w is lineair, in-
jektief en surjektief (lemma van Tietze). w is een isometrie, immers voor
f e C(X) geldt:

||w(%)|! sup{lw(%)(x)| | x € 8} = sup{|f(x)]| | x € S}

inf{sup{|f(x)-g(x)| | x e X} | g € I} =

inf{||f-g|| | g € I} = ||§||.
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Dat @ een roosteroperator en een algebra-homomorfisme is volgt direkt uit
het feit dat de kanonieke projektie P : C(X) > C(X)/I een roosteroperator
en een algebra-homomorfisme is.

7,

2.5 Stelling
Zij u een lineaire funktionaal op C(X).

De volgende beweringen zijn equivalent:

(i) v is positief;

(ii) v is kontinu en ||u|| = U(1X)-

Bewijs:

(1) => (ii): 2ij 0 % £ € ¢(X); dan |£| < [|2]] 14, dus
lu(e)] < ulel) §_||f|| u(1x). Daaruit volgt dat M kontinu is, en dat
Hull < wOy). vit w1 = u(1y) = w1 Dl vorge [ull = u(1y).

(ii) = (i): Zij o< f e C(X); dan 0 < F §_||f||.1x. Zij g = Hfll.1X - £
den 0 < g < |l£ll.15 en |lgll < [l£]]. Dus
el lou(1g) = u(e) = u(g) < [ull.Ilell <uC1y).[l2]], aus u(£) > o.

Derhalve is u positief.

2.6 Stelling
zij K(X) := {u e C(X)' | [[u]] = u(1y) = 1},

K(X) is een niet-lege konvekse wXkompakte deelverzameling van C(X)'.

Bewijs: zie [3], stelling 10.L.
%

2.7 Stelling
Zij u een lineaire funktionaal op C(X).

De volgende beweringen zijn equivalent:

(i) wu is een roosteroperator (d.w.z.: u is de kompleksifikatie van een

*
re€le roosteroperator u . € Cr(X) ) en u(1x) = 1;
(ii) u e ex K(X);

(iii) V£ e C(X): |u(£)| = u(|£]) en u(1y) = 13



8L

(iv) 3! x € X Vf e C(X): u(f) = £(x);

(v) u is een niet-triviale multiplikatieve lineaire funktionaal;

(vi) v is een niet-triviale symmetrische multiplikatieve lineaire funktionaal.
Bewijs:

(i) = (vi): Zij ¥ de kompleksifikatie van Hoe W is een reéle roosteropera-
tor, dus volgens [3], stelling 11.L een niet-triviale multiplikatieve
lineaire funktionaal. Zij £, =84+ ih1 € C(X) en £, = 8, + ih2 € C(X);

dan geldt
w(f,.f,) = ul(g,g,-hyhy,) + i(g1h2+g2h1)) =
= vp(ggpmhyhy) + du (gghytesh,) =
= (u(g)+i 1w (n)). (u (gy)+i uo(hy)) = u(£,).u(f,)
en u(£,) = ulgy-in,) = u.(g,) - i u.(n,) = u(f,).

(vi) = (v): triviaal.

(v) = (iv): Zij u een niet-triviale multiplikatieve lineaire funktionaal.

Dan is u kontinu en ||u|]| = u(1X) =1,

" N(u) = {f € C(X) | u(f) = 0} is een algebraisch ideaal. Zij S de drager
van N(u). S # § want 1y ¢ N(u).
We tonen aan dat S uit &&n punt bestaat. Stel x, y € S, x # y.
3f, g € C(X): £(x) = g(y) = 1 en £(y) = g(x) = 0. Dan £, g ¢ N(u),
dus u(f) # 0 en u(g) # 0. Zij nu h = u(g).f - u(f).g. Het is duidelijk
dat u(n) = 0. Echter: h(x) = u(g)f(x) - u(f)g(x) = u(g) = oO.
Dit is in tegenspraak met x € S. Konklusie: S = {xo}. Dan geldt:
f - f(xo).1X € N(u) voor alle f € C(X), dus

u(f) = u(flxy).14) = £x,).
(iv) = (iii): triviaal.
(iii) = (ii): Uit (iii) volgt n e K(X).

Stel nu p = Ag + (1-A)T met 0, T € K(X) en 0 < A < 1.
Dan geldt voor alle f e C(X):
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ha(£)] < ao(le]) < u(le]) = u(e)].

]

Dus N(u) < N(o), waaruit volgt dat o = au. Omdat 0(1X) =1= u(1x) is
o =1, dus 0 = T = u. Derhalve: M € ex K(X).

(ii) =>(i):2ij v € ex K(X). u is positief, dus ¥ is de kompleksifikatie

van een positieve lineaire funktionaal v Zij nu £, g € Cr(X) en

f A g=0. Volgens [3] stelling 9.5 geldt:
39, € C(X)' : 0 b2, ¢p(£) = u.(f) en ¢.(g) = 0.

Voor deze ¢, moet gelden ¢p = ¢f(1X). ., immers als ¢f(1x) = 0 of

¢f(1x) = 1 dan is deze bewering triviaal; stel dus O §_¢f(1x) <UI£1X) = 1.
b vt

Definieer nu 6 = —F v en T = .

| Y 1-01y)

c

Het is duidelijk dat o~ e K(X) en ¢ € K(X); verder geldt

c c _

0p(14).0" + (1-0(14)).T" = 1 € ex K(x),
dus ¢ =1%= M en daarmee 0 = T = p_.
Daaruit volgt ¢p(f) = ¢f(1X).ur(f) = ur(f). Dus ¢f(1x) = 0 maar dan
n,.(£)
ur(g) = ¢.(g) = 0 zodat u(£) A u.(g) = 0. Hieruit volgt dat u een

0, dus ur(f) A ur(g) = 0 of ¢f(1x) = 1 maar dan u_ = ¢, dus

roosteroperator is. ([3], stelling 6.17). Maar dan is ook M een rooster-

operator. u(1X) = 1 want u € K(X).

2.8 Definitie

De lineaire funktionaal u, gedefinieerd door u(f) = f(x) (voor zekere x € X),

heet de Diracémaat_sx.

Zij D(X) ='{ex | x € X} de verzameling der Dirac-maten. Stelling 2.7 zegt

dat D(X) precies de verzameling is van de roosteroperatoren u: C(X) + C met

u(1X) = 1, dat D(X) ook precies de verzameling is van alle (symmetrische)
multiplikatieve lineaire funktionalen op C(X), en dat D(X) = ex K(X).

D(X) voorzien van de relatieve ¢(C(X)',C(X))-topologie noemen we de struk-

tuurruimte van C(X).
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2.9 Stelling

De afbeelding H: X + D(X), gedefinieerd door H(x) = €,

Bewijs: zie [3], stelling 11.3.

2.10 Stelling
Zij T: C(X) > C(Y) een positieve operator.

Hr 1401

Dan is T kontinu, en ||T||
Bewijs:

Volgens lemma 1.16 is T kontinu.

is een homeomorfisme.

7zij £ € C(X); dan |f£] < |lf||.1x, dus
Heell = | leel [ < Hezlel 11 < Hell- [l gl ]
e gl < Hell gl = Hell, aus Hol] = 1T 10l

2.11 Stelling

Zij T: C(X) » C(Y) een begrensde operator; dan geldt: T is positief als en

slechts als T' positief is.

Bewijs:

. Als T positief is is T' zeker ook positief.
e C(X): £y e C(X) en T£, ¢ CT(Y).
£, ¢ CT(Y) impliceert: 3y e Y: Tr (v) ¢ B .

Stel dat T niet positief is. f,

Maar dan (T'ey)(fo) =¢ (Tf.) = Tfo(y) ¢ R, dus T'sy is niet positief, en

Y 0
daarmee is T' niet positief.

%

2.12 Stelling
Zij T: C(X) » C(Y) een lineaire operator.

De volgende beweringen zijn equivalent:

(i) T is positief, en T1X = 1y3

(ii) ||T|| =1, T1y = 1y en V£ € C(X): Tf =

(iii)T is begrensd en T'(XK(Y)) < K(X);

(iv) T is positief en Y0 < p e C(Y)': ||T'wu|]| = ||u]].
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Bewijs:

(i) =»(iv): Zij 0 < u € C(Y)'. T' is positief, dus T'u > O.
Uit stelling 2.5 volgt dan:

Hrrull = Tru(1y) = u(T1y) = w(1y) = [|ul].

(iv) =>(iii): Omdat T positief is, is T begrensd en T' positief. Zij
M e K(Y). Dan 0 < u en ||u]] = u(1y) = 1. T' is positief dus T'u > 0.
Daaruit volgt:

Tu(iy) = [Tl ] = [lul] = 1.

Dus T'u € K(X).

(iii) = (ii): (T1X)(y) = ey(mx) = T'ey(1x) = 1 want T'sy € K(X); derhalve
Tiy = 1. |
zij £ e c(X); ||7e|| = supl|TE(y)| | ¥y € Y} =

sup{[T'e (£)] | v € ¥} < [l£l], vant |Tre (£)] <

IA

1 = ' =
[zre - 2l = |l2l| omdat |[1'e || = 1.
Uit T1y = 1y volgt [lT]] = 1.

7ij £ = g + ih € C(X). Tf(y)

Tre (£) = T'e (g) - iT'e (h)

Tf(y), dus Tf = Tf

= T'Ey(g) + iT'ey(h) = Tf(y)
(immers T'Ey € K(X), dus (T'ey) (Cr(X)) < R).

(ii) = (i): Uit Tf = TF volgt 7(C(X)) < ¢ (¥).
Zij nu 0 < £ € C(X), £ # O en kies € 26 dat 0 < € < |[f|{-1.

Dan geldt voor alle x € X: 0 < ef(x) < 1, dus 0 < 1 - ef(x) < 1.
Daaruit volgt ”‘x - ef|]| < 1. Voor alle y € Y geldt:
[1 - e(ee)(@)] = [TOy-en) @] < IT|] ]y = ef]| < 1.

Omdat Tf € C_(Y) geldt: O < e(Tf)(y), dus Tf € C'(¥).
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2.13 Stelling
zZij T: C(X) = C(Y) een lineaire operator.

De volgende beweringen zijn equivalent:

(i) T is een roosteroperator, (d.w.z.: T is de kompleksifikatie van een
reéle roosteroperator T : Cr(X) > Cr(Y)), en Tly = 143

(ii) v£ € c(x): ol = olel en miy = 143

(ii1) 316 € C(Y,X) V£ € C(X): T£ = £ © ¢

(iv) T is begrensd en T'(D(Y)) < D(X);

(v) T is een algebra-homomorfisme en Tl1y = 1y3

(vi) T is een symmetrisch algebra-homomorfisme en T1X = 1Y'

Bewijs:

(i) => (vi): Zij T de kompleksifikatie van een re€le roosteroperator T .

Uit T1X = 1Y volgt Tr1X = 1Y'

algebra-homomorfisme. Hieruit volgt gemakkelijk dat T een symmetrisch

Volgens [3], stelling 11.k4 is T, een

algebra-homomorfisme is.
(vi) = (v): triviaal.

(v).=>(iv): c(Y) is halfenkelvoudig, dus T is begrensd; (zie [5], theorem
2.5.17, p. T5). T': C(Y)' » C(X)' is zwak®*kontinu; (zie [6], T.k,
p. 158).
T'e_(f) = ey(Tf) = Tf(y); dearuit volgt direkt T'ey(1x) =1en
T'ey(f.g) = T'ey(f).T'sy(g).
Dus T'ey is een niet-triviale multiplikatieve lineaire funktionaal op
c(X), zodat volgens stelling 2.T: T'ey e D(X).

(iv) => (iii): Definieer ¢: Y + X als kompositie

Hy T'|D(Y) Hy

Y ———— D(Y) > D(X) > X.

HY en Hy zijn homeomorfismen, en T' is zwakX*kontinu, dus ¢ is kontinu.

Verder geldt voor f e C(X), als T'ey = et
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f o ¢(y) = (foH;1oT'oHY) (y) = (foH;1oT!) (ey)

(foH;(1) (EX) = f(X) = Ex(f) = T'Ey(f) = gy(Tf) Tf(y).

Dus Tf = £ © ¢; de eenduidigheid van ¢ is evident.
(iii) = (ii): is triviaal.
(ii) = (i): T is positief, dus T is de kompleksifikatie van een reéle

operator T : C (X) > C_(Y). Uit |Trf| = Tr|f| volgt dat T een reéle

roosteroperator is.

2.14 Definitie

7Zij T: C(X) » C(Y) een roosteroperator met Ty = 1y-

De unieke bij T behorende funktie ¢ € C(Y,X) heet de met T geassocieeérde

- funktie.

2.15 Stelling
Zij T: C¢(X) » C(Y) een roosteroperator met Ty = 1y en zij ¢ de met T ge-
associeerde funktie. Dan geldt:

(i) N(T) = {0} = T is een isometrie<=s ¢ is surjektief;

(ii) R(T) = c(Y) < ¢ is injektief.

Bewijs:

(i) Zzij ¢ surjektief; dan geldt voor f € C(X):

[1zel]

n

sup{ |Te(y)| | v € Y} = sup{|£(s(y))| | ¥y € Y}

sup{|f(x)| | x € X} = ||£]].

Een isometrie is 1-1 duidig.

Stel tenslotte dat ¢ niet surjektief is. ¢(Y) is kompakt, en ¢(Y) = X.
Volgens het lemma van Urysohn is er een f € C(X) met £ # O en

£(¢(Y)) = {0}. Dan Tf = 0, dus N(T) = {0}.

(ii) Als R(T) = C(Y) dan is ¢ zeker injektief. Omgekeerd: als 9 injektief

is, dan is ¢: Y > ¢(Y) een homeomorfisme. Zij g € C(Y); definieer
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£,: ¢(Y) > € door £, = g ° o . Volgens het lemma van Tietze heeft
£, een uitbreiding tot een kontinue funktie f: X » €. Dan geldt
Tf =f o ¢ = fo o ¢ = g, dus R(T) = c(Y).

/]

2.16 Stelling (Lotz [L4], Satz 1.8)
E en F zijn twee Banachroosters en T: E > F is een lineaire operator. De

volgende beweringen zijn equivalent:
(i) T is een roosteroperator;
(ii) Yx € E : |Tx| = T]x]|.
Bewijs:
(ii) = (i): evident.
(i) = (ii): Zij x € E; zi] T, de restriktie van T tot het ideaal
Elxl = Azk h{y € E l Iyl j_lxl}.
T, beeldt Elx] af in FT|X| =‘A£N n{z e F | |z| < 7|x|}.
We identificeren nu overeenkomstig stelling 1.17 Elxl met C(X) en
FT|xi met C(Y), dus |x| met 1 en T|x| met 1y Ty is een roosteropera-

tor met T, 1y = 1y, dus volgens stelling 2.13 geldt: T1|x| = |T1x
Dus T|x| = |7x]|.

.

/]
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§3, Het spektrum van roosteroperatoren in Banachroosters

3.0 In 83 bewijzen we met behulp van de representatiestelling 1.17 en
de spektrum-bewarende inbedding (appendix, stelling U4.3): Het approximatie-

ve puntspektrum van een roosteroperator is cyklisch.
3.1 Definitie

Een Markov-operator is een positieve operator in C(X) met de eigenschap
T1

x = 1X'

3.2 Een Markov-operator is begrensd; ||T|]| = ||T1X(| = 1 (stelling 2.10).
Voorts geldt: r(T) = 1 en 1 € o(T) (stelling 1.24).

3.3 Definitie
Een eigenfunktie f van een Markov-operator T bij eigenwaarde @ heet uni-

modulair als [a| = 1 en |f] = 1,.

3.4 Stelling (Lotz [41, satz 3.1)
Zij T een roosteroperator in C(X) met Ty = 1X'
Dan vormen de unimodulaire eigenfunkties van T een groep G, en de afbeelding
in X: G » ¢ gedefinieerd door X(f).f = Tf (feG) is een karaekter van G.
Bewijs:

T is een roosteroperator met T1X = 1X’ dus T is een Markov-operator en
een symmetrisch algebra-homomorfisme. (Stelling 2.13). 1X is een unimodulaire

eigenfunktie, dus G = ¢.

Ms Tf = of en Tg = Bg met |a| = |g] = 1 en |£] = |g| = 1ydan geldt:
(1) T(fg) = (a.B) (£.8);

(2) T(%) = &-% (wegens T1y = 1X).

(Merk op: % =a en % =T).

Hieruit volgt dat de unimodulaire eigenfunkties van T een (konjugatie-in-
variante) groep vormen in C(X). De afbeeldingdie aan de elementen van die
groep de bijbehorende eigenwaarden toevoegt is op grond van (1) en (2) een
karakter; zelfs geldt X(g) = X(g).

)
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3.5 Definitie
Een verzameling A c C heet cyklisch als voor o # 0 geldt:

a e A ={|a] (TiT)k |k € 2} < A.
3.6 Stelling (Lotz [4], Satz 3.2)
Zij T een roosteroperator in een Banachrooster E.
Dan is Po(T) cyklisch.
Bewijs:
Zij 0 # a € Po(T), @ = |a|.B en zij x een eigenvektor van T bij ©.

T is een roosteroperator, dus (stelling 2.16):
Tlx| = |1x| = |ox| = |o].]x].

E!xl is een T-invariant ideaal in E; zij S de restriktie van 2 tot E|x|'

We identificeren E|x| met een funktieruimte C(X), dus Ix| met 1, (stelling

X
1.17); S wordt dan een Markov-operator, en x is een unimodulaire eigenfunktice
van S bij de eigenwaarde B. Uit stelling 3.4 volgt'{6k|k € Z} < Po(S), dus

‘{sklal | x € 2} < Po(T). Dus Po(T) is cyklisch.

%

3.7 Stelling (Lotz [4], Satz 3.3)
Zij T een roosteroperator in een Banachrooster E.
Dan is Ac(T) cyklisch.
Bewijs:

Volgens stelling 1.24 is T een roosteroperator; volgens appendix stel-
ling 4.3 is Ac(T) = Po(T); volgens stelling 3.8 is Ac(T) = Po(T) cyklisch.
1/

3.8 Stelling (Lotz [4], Satz 3.k4)
Zij T een lineaire operator in een Banachrooster E.
Als T en T' roosteroperatoren zijn, dan is o(T) cyklisch.
Bewijs:
Volgens appendix, stelling 3.6 is o(T) = Ac(T) u Po(T'). Uit stelling
3.6 en stelling 3.7 volgt dan dat o(T) cyklisch is.
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3.9 Stelling (Lotz [LJ], Satz 3.5)
7Zij T een lineaire operator in een Banachrooster E.
AMls T een roosterisomorfisme van E op E is, dan is o(T) cyklisch.
Bewijs:
Zij E' resp. B e positieve kegel in E resp. E'. Omdat T een rooster-
isomorfisme is van E op E is T(E') = E'. Daaruit volgt (") = B'* zodat

. . . . +
ook T' een roosterisomorfisme 1s; immers als L € E; en x € E dan geldt:

|T'L|(x) = sup{T'L(z) | z ¢ E, lz] < x} =

sup{L(Tz) | z € E, |z| < x} = sup{L(y) | ¥ € B, |y| < Tx}

L] (Tx) = T*|L] (x).

Dus |T'L |= T'|L|. T' is als kompleksifikatie van een reéle roosteroperator
een roosteroperator. Volgens stelling 3.8 is o(T) dan cyklisch.

3.10 Stelling (Lotz [4], Satz 3.6)

Zij T een roosteroperator in een Banachrooster E.
Als o € o(T) dan |a| € o(T).

Bewijs:

Zij @ € o(T); er zijn twee mogelijkheden:

|a|} c o(T); dan zeker la] € o(T);

1%) (rec| |Al

2°%) (xec| |r] = |a|} ¢ o(T). Uit de kompaktheid van o(T) volgt dan:

3(T) n {1 e ¢ | |A] |a|} = @¢. Zij B € 30(T) met |B| = |a|. Uit stelling
3.7 en appendix, stelling 3.3 volgt dan: |a] = |8| € Ao(T) < o(T).
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§4. Het spektrum van roosteroperatoren in C(X)

k.o Volgens stelling 3.7 is het approximatieve puntspektrum van een
roosteroperator cyklisch. Voor het spektrum van een roosteroperator T in

C(X) met de extra eigenschap Ty = 1, is een sterkere uitspraak mogelijk:

X
o(T) is 8f de hele eenheidscirkelschijf, 8f een vereniging van ondergroepen

van de cirkelgroep, eventueel vermeerderd met O.

L.1 Lemma (Wolff [7], Lemma 1.5)

We identificeren een begrensde iineaire funktionaal i € C(X)' met zijn een-
duidig bepaalde voortzetting tot een reguliere Borelmaat op X.

Zij B(X) het Banachrooster van de begrensde komplekswaardige Borelfunkties
op X.

(i) De afbeelding V: B(X) > C(X)" gedefinieerd door
ve () = [ 4 (een(; weo(n)) (1)

is een isometrische roosteroperator;

(ii) Zij T een positieve lineaire operator op C(X).

Dan is V(B(X)) invariant onder T", en
Vf e B(X) Yu e C(X)': T"(vE)(n) = J £a(T'u). (2)

Bewijs:

(i) V is een 1-1 duidige lineaire operator
V is de kompleksifikatie van de re&le operator v, Br(X) > Cr(X)", ge-
definieerd door Vrf(u) = J fdu (feBr(X), ueCr(X)'). 7Zij nu f € Br(X)
en 0 < u € Cr(X)'; dan geldt:

(nﬂvw=st%ﬂW)loiviM=

sup{J fdv | 0 < v < u} (zie [3], stelling 7.9).

(v £ (W) J f*au; £ < £ dus als 0 < v < p dan geldt:
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f £av 1J £ av iJ £rau.

Daaruit volgt: (vrf)+(u) < (Vrf+)(u)-
7ij Y = {x € X | £(x) > 0}; definieer een reguliere Borelmaat v door
v(8) = u(snY) (S Borelverzameling in X);

Dan is 0 < v < M en
+
dev=J fdu=deuijfdu.
Y
+ + + + . .
Dus (Vrf) (u) i.(Vrf )(u), zodat (Vrf) (u) = (Vrf )(u). V, is een reéle

roosteroperator, dus V is een roosteroperator.

V is een isometrie immers voor f € B(X) geldt:

lve()l = IJ rau| < [lell.11ull, zodat [|vell < [lell. (3)
Anderzijds, als € > 0 dan is er een X, z6 dat |f(xo)! > |lel] - e.
Dan Vifl(e. ) = |£lae = l£](x,) > |I£]] - €. Daaruit volgt:

xo Xq 0

Hvell = [ [vel || = [lvlel 11> [lel] - e. (%)
Uit (3) en (1) volgt ||vell = [[£]].

Zij u € C(X)'. Vf e C(X): (T'u)(f) = u(Tf) dus
¥f e C(X) 3g € C(X) Yu € C(X)': [ £fa(T'u) = J gdu. (5)

7Zij A een gesloten deelverzameling van X en zij‘{fa}a een naar beneden
gericht stelsel van kontinue funkties z6 dat voor elke x € X geldt:
lim £ (x) = XA(x). Dan geldt:

a

Y = 14 = 74
J XAd(T p) = lim J fad(‘l"u) lim J Tf, du.
a a
(zie [2], Ch. IV, Cor. 2, p. 145.)
Omdat T positief is, is‘{Tfa}a een begrensd, naar beneden gericht stel-

sel kontinue funkties. Zij g gedefinieerd door g(x) = lim Tfu(x). g is
a
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een begrensde Borelfunktie, en
JXAd(T'u)= f gdu (zie [2], Ch. IV, Cor. 2, p. 145). (6)

Zij nu H:= {f € B(X) | Vg € B(X) Vu € C(X)': J £4(T'n) = J gdul.

Zij {fh}n een monotone begrensde rij in H en zij h de puntsgewijze
limiet van {fn}n. Dan is h een begrensde Borelfunktie, en volgens de
monotone konvergentiestelling geldt h € H. Volgens (5) bevat H de
kontinue funkties en volgens (6) bevat H de karakteristieke funkties

van de gesloten deelverzamelingen. Daaruit volgt dat H = B(X), dus
Vf € B(X) 3g € B(X) Vu € C(X)': J fa(T'n) = J gdu. (M
Hieruit volgt dat V(B(X)) invariant is onder T", terwijl

T"(VE)(u) = VE(T'n) = J fa(T'n).

4.2 Lemma (Wolff [7], Lemma 2.3)
7Zij T een roosteroperator in C(X) met T1, = 1, en zij ¢ de met T geassoci-

eerde kontinue funktie. Dan geldt: * *

(i) T is een isometrie < ¢ is surjektief;

(ii) 0 € Aa(T)&=> 0 € Po(T)=> ¢ is niet surjektief;

(iii) 0 ¢ o(T)<« ¢ is een homeomorfisme;

(iv) 0 € a(T)\Ao(T)< ¢ is surjektief maar niet injektief.
Bewijs: volgt direkt uit stelling 2.15.

7

4.3 Lemma (Wolff [T71)

Zij T een roosteroperator in C(X) met T1, = Tx en zij ¢ de met T geasso:i-

X

eerde kontinue funktie. De volgende beweringen zijn equivalent:
+

(i) va e N: N(T®) = N(T**);

(ii) Vo € B 6%(x) = ¢"1(x).
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Bewijs:
Uit Tf = £ o ¢ volgt T°f = £ o ¢". Daaruit volgt:

N(T®) = {f e c(X) | T"f = 0} = {f € c(X) | £(¢"(X)) = {0}}.

De bewering volgt nu direkt m.b.v. het lemma van Urysohn.
VA

4.4 Lemma (Wolff [T71])
7Zij T een roosteroperator in C(X) met T1x = 1X en zij ¢ de met T geassoci-
eerde kontinue funktie.

Zij F het gesloten T-invariante ideaal F = CD N(T") en zij Y = (ﬁx 7 (X).
n=1 n=1
Dan zijn de volgende beweringen equivalent:

(i) de door T in C(X)/F geinduceerde operator T is surjektief;
(ii) de restriktie ¥ van ¢ tot Y is injektief.
Bewijs:
We tonen eerst san dat Y de drager van F is. Merk op dat Y # §§ want X

is kompakt. Zij y € ¥; Vk e N 3x e X: ¢k(xk) =y. Zij f e Fen zij € > 0.
Er is een f, ¢ \) N(T") 28 aat ||f - £,|| < e. Dan geldt:

n=1
0 = T8, (x) = £,(¢"(x)) = £,(y), dus |£(y)| < e. Dsaruit volgt £(y) = o.
Omgekeerd: stel f(y) 0 voor alle f € F. Dan geldt voor alle k € N:
als T°f = 0 dan f(y) = 0, dus als f(¢>k(X)) = 0 dan f(y) = 0. Derhalve moet

gelden: y € fﬁ ¢k(X) =Y.
k=1
Volgens stelling 2.4 is de afbeelding w: C(X)/F > C(Y), gedefinieerd

door w(f)(y) = £(y), een isometrisch roosterisomorfisme. Zij S = w ° T o w T,

S is een roosteroperator in C(Y) met S1y = 1y Zij nu f € C(X), zij g de
restriktie van f tot Y en 2zij y € Y. Dan geldt:

sg(y) = (woTow ) (&) (¥) = w o T(EN(F) = w(fE)(y) = TE(y) = £(s(y)).

Daaruit volgt: de met S geassocieerde kontinue funktie ¢ is de restriktie
van ¢ tot Y. Merk op dat ¢(Y) < Y, immers

-]

8(x) = o(N ") < ) ™' = 1.

n=1 n=1
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¥ is surjektief, immers zij y € Y.

Vk €N Ix € X ¢k(xk) =y.

¢k+1

.. k
Zij yy = ¢ (x,,); dan geldt voor alle k: ¢(y, ) = (x,,,) = ¥ en

Vi ¢k(xk+1) € ¢k(X).‘{yk}k heeft een verdichtingspunt y-

Vk € N V1 >k : v, € ¢1(X) c ¢k(X); ¢k(X) is gesloten, dus
Vk € N : Yo € ¢k(X). Daaruit volgt: Yo € f% ¢n(X) =Y ¢(Yo) =y dus

n=1

y € ¢(Y) = ¥(Y).

T is injektief, immers als Tf=0en f €t dan Tf € F. zij g € N(T")
26 dat ||T"f - g|| < €. Voor zekere n, is T0g = 0, dus
[1720* e | = ||T%0*e - 2%0g|| < [|T%0]|| ||T£ - gl| < €. Dus T
zodat £ € F dus T = 0.

Stel nu dat ¥ injektief is. Volgens lemma 4.2 is S dan surjektief, dus

n0+1f =0

ook T is surjektief.

Stel dat T surjektief is; S is dan ook surjektief. Volgens lemma 4.2
is ¥ injektief.
%

4.5 Lemma (Wolff [7], Lemma 2.4)
Zij T een roosteroperator in C(X) met T1X = 1y en zij ¢ de met T geassoci-

eerde kontinue funktie.

n+1

Als voor iedere n e N ¢° (X) = ¢™(X), dan geldt:

o(T) = {x e C | |A] < 1}.

Bewijs:
n+1

Voor iedere n geldt ¢ (X) c ¢™(X); zij Y = N ¢ (X). Uit het gege-

n=
ven volgt: ¥Yn € N an € X : ¢n(xn) =y, € ¢n(X)\¢n+](X). Daaruit volgt dat

voor alle n geldt:

-(n+1)(

¢ y)) =8 en ¢"(y)) #8 als 0<m<n. (1)



Verder geldt voor m > O enr > 1:
7y ) 0 o)y ) = g
n n :

Immers, stel y € ¢-m(yn) n ¢-(m+r)(yn)'

Vs e N 3t, k e N : s + t = m + kr, dus:
265 () = ¢ (")) = ..

Daaruit volgt Y, € ﬁ $5(X) = Y, instrijd met Y, ¢ ¢n+1(X).
s=1

7Zij nu A € €, 0 < |A] < 1 en zij z € X. Op grond van (1) en (2) is

bij elke n hoogstens één m > 0 23 dat z € ¢-m(yn). Definieer £, door:
AR als z e ¢_m(yn), 0 <m < n;
£ (z) =
0 anders.

¢_m(yn) is gesloten, dus fn is een Borelfunktie.
Uit (1) volgt: ||£ || = 1 want £, (x ) = 2° = 1. Verder geldt:

n-m+1

A alsze¢_m(y),1imin;

n

£ (4(2)) =

0 anders.

Volgens lemma 4.1 geldt:

n+1
A als z = V3

(e -T"VE_)(e,) = (Af -f °¢)(z) =

0 anders.

tn+1

Daaruit volgt: ||AvE - T"anll IR , dus

A € Ac(T") < o(T") = o(T).

Dear r(T) = 1 en o(T) is gesloten, geldt: o(T) = {A e € | |A| < 1}.
Vi
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4.6 Lemma (Wolff [7], Lemma 2.5)
Zij T een roosteroperator in C(X) met T1X = 1X en zij ¢ de met T geassoci-
eerde kontinue funktie.
Als er een A € € ismet 0 < |A] < 1 en A € Ac(T), dan is ¢ niet surjektief.
Bewijs:

Stel ¢ is surjektief, dan is T een isometrie (lemma L4.2). Voor
0 < IAI < 1 geldt dan:

oozl > | Il el = Hell el 1= G=[aD) Hell.

Volgens appendix, stelling 3.2 geldt dan A ¢ Ac(T).

4.7 Stelling (Wolf [7], Satz 2.2)

Zij T een roosteroperator in C(X) met Tly = 1y

Zij F het gesloten T-invariante ideaal F = C3 N(T%).
n=1

n+1
)

Als (i) vn € N : N(T = N(T");

of (ii) De door T in C(X)/F geinduceerde operator T is niet surjektief

dan geldt: a(r) = (x ec | [A] <1l
Als (i) noch (ii) geldt, dan is o(T)\{0} de vereniging van een aantal onder-
groepen van de cirkelgroep T ={1ecC | |A| = 1}.

Bewijs:

1°) Volgens lemma 4.3 is (i) equivalent met:
(1)' Vo ew : ¢"(x) = 67(x).
Volgens lemma 4.5 volgt uit (i)':

o(T) = {x e €| |A] < 1}.

° . . e -
2°) Volgens lemma 4.4 is (ii) equivalent met:

(ii)' de restriktie ¥ van ¢ tot Y = f% ¢7(X) is niet injektief.
n=1
Zij nu, als in het bewijs van lemma 4.4 w: C(X)/F > C(Y) het kanonieke iso-

metrische roosterisomorfisme, en zij S =w o T o w”! de door T in C(Y) ge-

induceerde operator. y = ¢|Y is de met S geassocieerde kontinue funktie.
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¥ is niet injektief, dus volgens lemma 4.2 geldt 0 e 0(S)\A0(S).

7ij M = o(S)\Ac(S). M is een open deelverzameling ven C (appendix,
stelling 3.5), en M = @ want O ¢ M. Verder geldt M\M c Ac(S). Omdat y sur-
jektief is, is S een isometrie (lemma 4.2), en r(S) = 1 dus volgens lemma
4.6 geldt:

M\M < Ag(S) € {x € €| |A] = 1}.
Volgens appendix, stelling 3.6 geldt: M c Ko(S) = Po(S').

Zij P: C(X) > C(X)/F de kanonieke projektie en zij U: C(X) > c(Y) ge-
definieerd door U = w ° P. U is surjektief, dus U' is injektief. Voorts
geldt U'S' = T'U', dus

Po(S') < Po(T') < o(T).
Uit r(T) = 1 volgt Mc o(T) c {x e ¢ | |A] < 1} < M dus
o(r) = {xec | |A] <1},
30) Stel (i)' noch (ii)' geldt. ¥ is bijektief dus S en s zijn isometri-
sche roosterisomorfismen en S1y = 1,. Daaruit volgt r(S) = r(S-1) = 1. Uit
de spektrale afbeeldingsstelling volgt:

a(s8) c {xec | |r] =1}

. . . +
Uit de ontkenning van (i)' volgt: 3N e N Vn > N o7(X) = ¢¥ 1(X).
{0}. Volgens

n

Dus de restriktie TF van T tot F is nilpotent, d.w.z.: o(TF)
appendix, stelling 3.7 is o(T) < o(T) v o(TF), dus '
o(T) < {0} u {x e € | |A] = 1}. In dat geval is o(T) = 30(T) = Ac(T),

(appendix, stelling 3.3), en volgens stelling 3.7 is Ac(T) cyklisch. Der-

halve is o(T)\{0} de vereniging van ondergroepen van de cirkelgroep.
7

4.8 Lemma (Wolff [T], Lemma 3.1)
7ij T een roosteroperator in C(X) met T1X = 1X en zij ¢ de met T geassoci-

eerde kontinue funktie.
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Definieer k: X > N U {=} door k(x):= inf{k € N | ¢k(x) = x}, waarbij per

definitie inf @ = «», Dan geldt:

(i) als voor minstens één x € X geldt: k(x) = k < «, dan is H < Po(T'),

waarbij H de groep van de k®-machts eenheidswortels is.

(ii) als voor minstens én x € X en voor alle n € N geldt: k(¢™(x)) = =,

dan is T = {x e € | |A] = 1} < Po(T").

Bewijs:

(1)

(ii)

Zij x € X z6 dat k(x) =k < ® en zij a € Hy .

k§1 -1
Zijus= ) o €4 . Dan geldt:
120 o1 (x)
k-1
Tu= ) ale 147, . =@M, dus a e Po(T').
1=0 ¢ (x)

Zij x € X 2zb6 dat voor alle n € N geldt: k(¢™(x)) = .

Zij N, = N v {0}; definieer voor alle (m,n) € N, x N. M , door:

0 -m, 0 0 "m,
Mm,n = ¢ (¢ (x)). Mm,n is een Borelverzameling. Zij y € Mm1,n1
Dan geldt:
m n m, n
6 () =6 (x) en ¢ 2(y) = ¢ 2x).
Stel m,-m, =T > 0. Dan geldt:
n m m_ +r n_ +r
2 2 1 1
o “(x) =¢ “(y) = ¢ (y) = ¢ (x),
dus n, = n, + r, zodat n, -m, = n, - m,.

Zij A € €, |A]| = 1. Definieer een funktie f op X door

AP alsz e M
m,n

f(z) =

0 anders.

f is een begrensde Borelfunktie; bovendien geldt:

AP als ¢(z) € M o’
f(¢(z)) = = Af(z).

0 anders;

nM

)

o 11

2
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Daaruit volgt T"(Vf) = A(Vf), dus A e Po(T").

Y

4.9 Stelling (Wolff [7], Proposition 3.2; 3.3)

Zij T een roosteroperator in C(X) met T1X = 1X en zij ¢ de met T geassoci-
eerde kontinue funktie.

De volgende beweringen zijn equivalent:

(1) 3k e N : ¢5 = ¢7%;

(ii) 3k e W : ¥ = T'?k (d.w.z.: ™ is een projektie);

(iii) T voldoet aan een niet-triviale polynoomvergelijking p(T) = 0;
(iv) o(T) bestaat uit polen van R(A;T);

(v) 1 is een pool van R(A;T);

(vi) T={ec| Al =1}¢o(m).

Bewijs:

(i) = (ii) = (iii) evident.

(iii) = (iv): zie [2], Exercise VII, 5.17, p. 582.

(iv). = (v) = (vi) evident.

(vi) = (i). Uit stelling 4.7 volgt o(T) < {0} v V, waarbij V de vereniging

is van ondergroepen van de cirkelgroep I'. Volgens lemma 4.5 geldt:
Ir e N : 67T (X) = ¢5(X).

Zij ry het kleinste getal met deze eigenschap; zij Y = ¢T0(X). Volgens
lemma 4.4 en stelling 4.7 is de restriktie ¢ van ¢ tot Y bijektief.
Omdat T ¢ o(T) geldt volgens lemma 9.8 (ii):

Vx e X 3k eN, Inel: o5(6™(x)) = o%(x).
Omdat y bijektief is geldt:
E(

Ve eY kel : ¢(y)=y.
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Daaruit volgt: sup{k(y) | y € Y} < », immers stel er is een rij {yn}

in Y z6 dat k(yn) =k > =. Volgens lemma 9.8 (i) geldt \j3 H < a(T),

zodat T < o(T), in strijd met het gegeven. p=1 n
De verzameling {k(y) | y € Y} heeft een kleinste gemene veelvoud q.

Dan geldt wq = 1y, dus ¢r0+q = ¢r0. De vergelijking rg = tq + s heeft

één oplossing (t,s) met 0 <t en 0 < s < g-1. Zij k = (t+1)q.

Voor alle x € X geldt: ¢k(x) = ¢ro+q—s(x) € Y, en voor alle y € Y geldt

o5(y) = ¢(t+1)q(y) =y, zodat ¢°% = ¢,

4.10 Stelling (Wolff [7], Proposition 3.2)
Zij T een roosteroperator in C(X) met Ty = 1X'
Stel T ¢ o(T); volgens stelling 9.9 is voor zekere k € N Tk een projektie.
Als bovendien gegeven is dat dim N(1-T) = 1, dan is dim R(Tk) < o,
Bewijs:

We gebruiken dezelfde letters als in het bewijs van stelling 9.9.

Definieer voor y € Y Fy door:

g¢=wWﬂI0:r:wﬂ-

Kies y € Y en stel Fy # Y. Zij z € Y\Fy. Cmdat ¥ bijektief is, is Fy n FZ = ¢.

Zij £ € C(X) z6 dat f(Fy) = {1} en f(FZ) = {0};
zij g € C(X) zd dat g(Fy) = {0} en g(Fz) = {1}.
1 q-1 r0+n
2ij P = o YT ; dan PT = TP = P, dus T(Pf) = Pf en T(Pg) = Pg en
n=0

Pf(Fy) = Pg(FZ) = {0} en Pg(Fy) = Pf(Fz) = {1}, zodat Pf en Pg lineair on-
afhankelijke eigenfunkties van T bij de eigenwaarde 1 zijn, in strijd met
dim N(1-T) = 1. Daaruit volgt: F_ = Y;

¥ is een projektie, dus C(X) = R(T¥) & N(T®);
{f e c(X) | £(6¥(X)) = {0}} = {f € c(X) | £(Y) = {0}}. Daaruit volgt
c(Y), dus dim R(TX) < q.

N(T]f)
R(TX)

[
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§5. Het spektrum van positieve operatoren in Banachroosters

5.0 Met behulp van de representatiestelling 1.17 en de spektrumbewarende
inbedding (appendix §4) bewijzen we in deze paragraaf: Een positieve operator
in een Banachrooster E, die voldoet aan een voorwaarde (W) (zie definitie
5.6) heeft een cyklisch perifeer spektrum.

Uit deze stelling volgt o.a dat het perifere spektrum van een positieve

kompakte operator cyklisch is.

5.1 Definities en opmerkingen

Zij £ € C(X); onder de drager van f verstaan we de Verzameling
supp £ := {x ¢ X | £f(x) = 0}.

Zij u € C(X)'; een open verzameling U c X heet een u-nulverzameling
als voor iedere f e C(X) geldt:

supp £ ¢ U = u(f) = 0.

De vereniging van u-nulverzamelingen is weer een u-nulverzameling; daar-
uit volgt dat er een grootste u-nulverzameling is. Onder de drager van u,
supp u, verstaan we het komplement van de grootste p-nulverzameling.

Nu gelden de volgende twee stellingen:

(i) Als p e C(X)', £ e C(X) en f(supp u) = {0} dan u(f) = 0;

(ii) A1s 0 < n e C(X)', 0 < £ € C(X) en u(f) = 0 dan f(supp u) = {0}.
(zie [1], Ch. III. §2, 3; i.h.b.: proposition 8, 9).

5.2 Lemma

Zij T een Markov-operator in C(X) en zij f een unimodulaire eigenfunktie

van T bij de eigenwaarde a.

Dan geldt voor iedere x € X:
supp T'e, < {y € X | £(y) = of(x)}.

Bewijs:

Zij x € X en 2zij g = ;}%}7; dan geldt:
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= £ = ' = =
T'ex(g) =€, E?T;T) 1enT ex(1x) ex(T1X) 1,

dus T'ex(1x-g) = 0.
Daar T'e > O en 1x - Re g > 0 geldt volgens 5.1 (ii):

Re g(y) = 1 voor alle y e supp T'e .

1y moet gelden gly) = 1, dus

Omdat |g|

supp T'e < {y ¢ X | £f(y) = af(x)}.

5.3 Stelling (Lotz [4], Satz 4.2)

Zij T een Markov-operator in C(X) en zij G de verzameling van unimodulaire
eigenfunkties van T.

Zij F de door G voortgebrachte gesloten Riesz-deelruimte van C(X). Dan is

F rooster- en algebra-isomorf met een ruimte C(i), en de restriktie van T

tot F is een roosteroperator.

Bewijs:

Per definitie is F = Fr + iFr waarbij F . =Fn Cr(X) een Riesz-deel-
ruimte van Cr(X) is. F, is gesloten en 1y € F,, dus F_ is een gesloten
deelalgebra van Cr(X). Daaruit volgt weer dat F een gesloten konjugatie-
invariante deelalgebra van C(X) is.

Definieer nu in X een equivalentierelatie ~ door:
x~y:<>Vg e G oglx)=gly).

Zij X = X/~ (voorzien van de quotiénttopologie) en zij P: X > X de kano-
nieke projektie; X is een kompakte T2—ruimte en P is kontinu.

Zij H={f e C(X) | x ~y = f(x) = £f(y)}. H is een gesloten konju-
gatie-invariante deelalgebra van C(X) en een gesloten Riesz-deelruimte van
C(X). Uit G ¢ H volgt F c H.

Definieer ¢: H -+ C(X) door

(6(h))(X) = n(x) (heH, xeX).
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Men gaat gemakkelijk na dat ¢ een isometrisch algebra- en roosterhomomorfisme
is.

Beschouw $(F); ¢(F) < ¢(H) < c(X). ¢(F) is als homomorf beeld van F een
konjugatie-invariante deelalgebra vanNC(i); ¢(F) is gesloten; 3 € o(F) Zant
1X € F en ¢(F) scheidt de punten van X, want ¢(G) scheidt~de punten van X al.
Uit de stelling van Stone-Weierstrass volgt dan ¢(F) = C(X). Daaruit volgt
F=Hen F is isometrisch algebra~ en roosterisomorf met de funktieruimte
c(X).

Zij x € X. Uit lemma 5.2 volgt: als Z4s Z, € SUPP T'Ex, dan
vg € G: g(Z1)= Ag g(x)==g(22LDus supp T'e_ behoort geheel tot een ~-equiva-
lentieklasse. Als x ~ ¥, z, € supp T‘ex en z, € supp T'ey dan geldt voor
alle g € G:

g(zy) =2, &lx) = A, &(y) = &lz,),

dus supp T'ex en supp T'EY behoren tot dezelfde ~-equivalentieklasse.
F is een T-invariante deelruimte, immers zij f ¢ F en zij x ~ y.
supp T'ex en supp T'ey behoren tot dezelfde ~-equivalentieklasse; op die
klasse is f konstant: f(supp T'ex) = f(supp T'ey) = {fo}. Daaruit volgt
- ' = — ] = .
(£ fo.1x) (supp T ex) (f fo.1X) (supp T ey) {0}, dus volgens opmerking
5.1 (i):

Tf(x) = (T'e )(£) = fO(T‘EX)(1X) =f, = fo(T'ey)(1X) = (T'ey)(f) = Tf(y).

Dus Tf € F.
De restriktie TF van T tot F is een roosteroperator, immers zij f € F,
X € X en zij f(supp T'e ) ='{fo}. Dan geldt:

|T£| (%)

|Te(x)| = [(Tre )(£)| = |£,[(Tre, ) (1) =

(2 )(|2]) = T]2] (x).

Dus |TFf| = TF|f
7
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5.4 Stelling (Lotz [4], Satz L.3)
Zij T een Markov-operator in C(X).
Dan vormen de unimodulaire eigenfunkties van T een groep G, en de afbeelding
X: G > ¢, gedefinieerd door Tg = X(g).g is een karakter van G.
Bewijs:

Zij G de verzameling van unimodulaire eigenfunkties en zij F de door
G voortgebrachte gesloten Riesz-deelruimte van C(X). F is isometrisch alge-
bra- en roosterisomorf met C(i) en de restriktie TF van T tot F is een
roosteroperator (stelling 5.3). G is precies de verzameling van unimodualire
eigenfunkties van TF. Uit stelling 3.4 volgt dan dat G een groep is, en dat
X een karakter van G is.
%,

5.5 Stelling (Lotz [4], Satz L.L)

Zij T een Markov-operator in C(X) en zij f een unimodulaire eigenfunktie
van T bij de eigenwaarde o.

Definieer Up: c(x) » ¢(X) door Uf(h) = fh; dan geldt:

(i) v U, = aT;
(ii) o(T) = ao(T);
(iii) {¢® | k € 2} < Po(T).

Bewijs:

Up is inverteerbaar; Uy =TUzen [lUfl| = 1. Zij h € C(X) en x € X.
Volgens lemma 5.2 geldt voor alle y € supp T'ex: f(y) = af(x). Daaruit

volgt voor y € supp T'ex:
(fn)(y) = of(x).h(y), dus T'e (fh) = af(x)T'e_(n).

Daaruit volgt weer T(fh)(x) = af(x) Th(x), dus T(fh) = af.Th, dus
-1 _ .
Uf T Uf = qaT.

(ii) en (iii) volgen direkt uit (i) en uit het feit dat Up inverteer-
baar is.

%
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5.6 Definitie
Zij T een begrensde lineaire operator in een komplekse Banachruimte E.

T heeft de eigenschap (W) als:

Ic>0 YA>r==r(T): (A-r) |[|R(A;T)|] < C.

5.7 Lemma

Zij T een positieve operator in een Banachrooster E met r(T) = 1 en zij

0 < x < Tx.

Als T de eigenschap (W) heeft dan is er een gesloten, T-invariant ideaal
Fin E 26 dat Tx - x € F en x ¢ F.

Bewijs:

(i) 3c>0 va>1: (a=1) ||R(A;T) || < c.

Voor X > 1 is R(A;T) positief. Definieer voor A > 1 p,: E > R door
pA(z):= sup{(v=-1) | |R(v3;T)|z| || | 1 < v <A} en definieer

q: E > R door q(z) = %i? p,(2z). py en q zijn kontinue rooster-halfnormen,

immers men verifieert gemakkelijk:
(1) py(z,+z5) < py(z) + p,(z5)3
. (2) p,( 2) = |alp,(2);

(3) D, is kontinu (volgt met behulp van stelling 1.9 (vii) uit de
eigenschap (W));

(4) als |z1| j_|z2| dan px(z1) j_pk(zz).

Evenzo voor q.

Hieruit volgt dat F:= {z € E | q(z) = 0} een gesloten ideaal is.

(i1) p,(Tz) = sup{(v=1) || ROvsD)[T2| || | 1 <v <)
< sup{(v-1) || R(v;T)T|z| || | 1 <v <2}
< sup{(v=1) || R(v;T)v]z| [| | 1 <v <2}
= Apx(z).

Dus q(Tz) = q(z), zodat T(F) < F.
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(iii)  R(A;T)(Tx-x) = (A-1) R(A;T) x - x en

HO-DRAD)x=x| | < [T=-1)ROT ] x| + [xl] < (c+1) [Ixl],
dus P (Tx-x) = sup{(v-1) [l R(vsT)|Tx=x| || | 1 < v <A}
< sup{(v=1)(c+1) | |x|]| | 1 <v <A} =
= (A=1)(c+1) | |x]].
Dus q(Tx-x) = lim p,(Tx-x) = 0, zodat Tx - x € F.
A1

(iv) (A=1)R(A3T)x - x = R(A;T)(Tx~-x) > 0 (A > 1), dus
(A=1)R(X;T)x > x (A > 1), zodat p)\(x) > [x|].

Daaruit volgt q(x) > ||x|| > 0, dus x ¢ F.
Y

5.8 Stelling (Lotz [4], Satz L.T)
Zij T een positieve operator in een Banachrooster E.
Als T de eigenschap (W) heeft dan is Per o(T) cyklisch.
Bewijs:

Als r = r(T) = 0 dan is de bewering triviaal; stel dus r = r(T) > 0.
We mogen zonder beperking der algemeenheid aannemen: r(T) = 1.

Volgens appendix stelling 4.3 geldt: o(T) = o(T) dus
Per o(T) = Per o(T), en Ao(T) = Ac(T) = Po(T), dus Per o(T) c Po(T). Uit
appendix lemms L4.2 volgt dat ook T de eigenschap (W) heeft. Volgens stel-
ling 1.24 is T positief.

Zij o € Per o(T) = Per o(T), dus |a| = 1. Zij 6 een eigenvektor van
T bij de eigenwaarde o, en zij n = |6].
Omdat T positief is geldt 0 < n 1@1. Volgens lemma 5.7 is er een gesloten
ideaal F in E 26 dat T(F) c F, Tn - n e Fen n ¢ F.
Zij T de door T in E = E/F geinduceerde operator. Dan geldt T6 = ab en

|8] = A # 0. We identificeren nu Eﬁ ={Z € E| |z| < fi} met een funktieruimte

C(X) (stelling 1.17). De restriktie T, van T tot Eﬁ is een Markov-opersator,



dus volgens stelling 5.5 geldt:
k ~
{a" | kx e 2} < Po(T,).

Voor A > 1 en k € Z geldt: l|R(Auk;T1)|| §_||R(Aak;f)||, dus

{o® | x € 2} c Po(T) zodat (¥ | X € Z} c Per o(T). Derhalve is Per o(T)
cyklisch.

4,

5.9 Definitie

7Zij T een positieve operator in een Banachrooster E.

Een eindige keten van gesloten T-invariante idealen {Em | o < m < n} met
{0} = E; < B, ... ¢ E = E heet T-oplosbaar als voor 1 <m < n de door
T in Em/Em-1 geInduceerde operator de eigenschap (W) heeft.

T heet oplosbaar als er een T-oplosbare idealenketen bestaat.

5.10 Stelling (Lotz [k4], Satz 4.9)
7Zij T een oplosbare operator in een Banachrooster E.
Dan is Per o(T) cyklisch.
Bewijs:
. Als r(T) = 0 is de bewering triviaal; stel dus r(T) # O; zonder be-
perking der algemeenheid mogen we aannemen r(T) = 1. We leveren het bewijs

door volledige induktie naar de lengte n van een T-oplosbare idealenketen.

1°) Stel er is een T-oplosbare idealenketen met lengte 1. Dan heeft T de
eigenschap (W), dus volgens stelling 5.8 is Per o(T) cyklisch.

o

2 ) 1Induktieaanname: Zij Per o(S) cyklisch voor alle operatoren S met
r(S) # 0 die een S-oplosbare idealenketen hebben met lengte
k <n-1(n> 1).

Zij {Em | 0 < m < n} een T-oplosbare idealenketen met lengte n en zij U

resp. V de door T in E resp. in E/En-1 geinduceerde operator. Zij

n-1
a € Per o(T), dus |a| = 1. Volgens appendix stelling 3.T geldt:
a € a(U) v a(V).

Stel a € c(U);'{Em | 0 <m < n-1} is een U-oplosbare idealenketen met

lengte n-1, dus volgens de induktie-aanname geldt
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{a¥ | kx € 2} < Per o(U). (1)

Stel o € o(V); V heeft de eigenschap (W), dus volgens stelling 5.8
geldt

{o® | x € 2} < Per o(V). (2)
Voor A > 1 geldt

RS0 || < | [ROWGK;T)] |

IA

en

RSV || < | |R(GET) ],

|A

dus
oK | x € 2} ¢ Per o(T).

5.11 Stelling (Lotz [4], Satz 4.10)
7Zij T een positieve operator in een Banachrooster E.
Als r = r(T) een pool is van R(A;T) dan is Per o(T) = r.V waarbij V een
eindige vereniging van groepen eenheidswortels is.
Bewiﬁs:

Als r = r(T) = 0 dan is de bewering triviaal; stel dus r > 0. Zonder
beperking der algemeenheid mogen we aannemen r = 1,

We bewijzen door volledige induktie naar de orde n van de pool in

r(T) 1, dat T een oplosbare operator is.

o

1) Als n = 1 dan heeft T de eigenschap (W), dus T is oplosbaar.

2°) Induktieaanname: elke positieve operator S met r(S) = 0, waarvoor r(S)
een pool is van R(1A;S) van de orde k met 1 < k < n-1, n > 1, is oplos-
baar. Stel nu dat 1 een pool is van R(A;T) van de orde n > 1.

zij Q@ = 1im (A=1)® R(A;T); als A > 1 dan is R(A3;T) positief, dus Q is posi-

A¥1
tief. Verder geldt QT = Q.

zij F={z ¢ E | Q(|z]) = 0}. F is een gesloten T-invariant ideaal in E.

Zij TF resp. T de door T in F resp. E = E/F geinduceerde operator, en zij
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P: E > E de kanonieke projektie.
Daar F < N(Q) heeft R(X;TF) in 1 een pool van de orde

k, < n. (1)

Zij nu S € L(E) 26 dat P o S> O en Q o S = 0. Dan geldt P > S = 0,
immers als x > O dan is PSx > O dus er is een y € F 20 dat Sx -y > 03
daaruit volgt |sx| < sx - y + |y|, dus Q|sx| = 0 zodat Sx € F, dus P ° § = O.
Pas dit toe op de koéfficiénten van de reeksontwikkeling van R(A;T) om 1.

De koéfficiénten B (1 < k £ n) voldoen aan de voorwaarden P ° B, > O en
Q° B =0,dus B =0 (1 < k <n).
Dus R(A;T) heeft in 1 een pool van de orde k2 < 1. Volgens appendix, stel-

ling 3.8 geldt n < k, + k2, dus k1 = n-1 en k2 = 1. Daaruit volgt: 1 is een

pool van de eerste o;de van R(A;%), dus T heeft de eigenschap (W), en 1 is
een pool van de orde n-1 van R(A;TF).

Volgens de induktieasanname is er in F een TF-oplosbare idealenketen {F_ 1.
Omdat T de eigenschap (W) heeft is {E} v {Fk} een T-oplosbare idealenketen,
dus T is oplosbaar.

Volgens stelling 5.10 is Per o(T) eyklisch; omdat 1 geisoleerd punt is
van o(T), bestaat Per o(T) uit een eindige vereniging van groepen eenheids-
wortels.

%

5.12 Stelling (Lotz [4], Korollar L.11)

7Zij T een positieve kompakte operator in een Banachrooster E.
Dan is Per o(T) cyklisch.

Bewijs: gevolg van stelling 5.11.

%,
5.13 Definitie
Zij T een begrensde operator in een Banachruimte E.
1 n-1

Definieer M_ door M_= — } ™

n non,o
T heet uniform ergodisch als de rij‘{Mn} konvergeert in de norm-topologie
van L(E).
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5.14 Opmerking
Uit appendix, stelling 1.19 volgt:

Als T uniform ergodisch is, dan is r(T) < 1.

Als 1 € o(T) dan is 1 een enkelvoudige pool van R(A;T).

5.15 Stelling (Lotz [4], Satz L4.12)
Zij T een positieve, uniform ergodische operator in een Banachrooster E
met r(T) = 1.
Dan bestaat Per d(T) uit een eindige vereniging van groepen eenheidswortels.
Bewijs:
Gevolg van stelling 5.11 en opmerking 5.1k4.
]
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§6. Het spektrum van irreducibele operatoren

6.0 In deze paragraaf geven we een verscherping van stelling I. 5.15
over het spektrum van een irreducibele operator voor het geval dat E een

Banachrooster is.

6.1 Definitie

Een begrensde operator U op een Banachrooster E heet een torsie als:

(i) U is inverteerbaar;
(ii) x € E : |ux| = |x]|.

Voorbeeld: zij f een unimodulaire funktie in C(X). Definieer U: c(x) » c(x)
door Uf(h) = f.h. Dan is U; een torsie op C(X).

6.2 Lemma (Lotz [L4], Satz 1.11)

Zij |x| een kwasi-inwendig punt in een Banachrooster E.
Dan is er een torsie U € L(E) met U|x| = x.

Bewijs:

We identificeren E % met C(X), x met £, |x| met % (stelling 1.17).
Definieer Ug: c(x) » ¢(X) door Uf(h) = f.h; Uf is een torsie, Ue is een
isometrie en Uf(1x) = f. Omdat lUf(h)l = |n| is U kontinu m.b.t. ||.]].
(zie opmerking 1.11).Elxl 1igg dicht in E dus Up is voortzetbaar tot een
inverteerbare operator U. (U~ is de voortzetting van U;1). Uit de konti-

nuiteit van de absolute waarde (stelling 1.9) volgt:

Vy e E: |uyl = lyl.

6.3 Stelling (Lotz [4], Theorem 5.2)

Zij T een irreducibele operator in een Banachrooster E met r(T) = 1 en 2ij
het perifere puntspektrum van T niet leeg (Per o(T) n Po(T) = @).

Als: 1°) T heeft de eigenschap (W);

of 2°) 1 is een eigenwaarde van T' met een positieve eigenvektor ¢;

dan geldt:

(i) 1 is eigenwaarde van T, iedere pesitieve eigenvektor is een kwasi-

inwendig punt, en de bij 1 behorende eigenruimte N(1-T) is &éndimen-
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(ii)

sionaal;

de perifere eigenwaarden vormen een groep;

(iii) elk van deze eigenwaarden is enkelvoudig;

(iv)

(v)

als o een perifere eigenwaarde is van T, dan o(T) = ac(T);

1 is de enige eigenwaarde van T met een positieve eigenvektor.

Bewijs:

(1)

a)

b)

Zij o € Per o(T) n Po(T); zij z een eigenvektor van T bij de eigen-

waarde o; omdat T positief is geldt:
lz| = |oz| = |T2| < T|2].

Stel T heeft de eigenschap (W). Volgens lemma 5.7 is er een gesloten,
T-invariant ideaal F z4 dat T|z| - |z| € F en |z| ¢ F. T is irreduci-
bel dus F = {0} (propositie I. 5.7).

Daaruit volgt T|z| = |z| dus 1 € Po(T).

Stel 1 is een eigenwaarde van T' met een positieve eigenvektor ¢.
Omdat T irreducibel is, is ¢ positief definiet (zie definitie I. 5.9),
immers zij x > O en stel ¢(x) = 0.

Voor zekere A > r(T) is TR(A;T)x een kwasi-inwendig punt (zie defini-
tie I. 5.3).

= 40 1 15 - Z (T oz ) Z TX) = g(zROTI).

n=1 AR

Daaruit volgt ¢ = 0, in strijd met het feit dat ¢ een eigenvektor
van T' is.
uit ¢(T|z]|) = T'¢(|z]|) = ¢(|z]) volgt ¢(T|z|-|z|) = 0. Omdat ¢ posi-
tief definiet is, is T|z| = |z|, dus 1 € Po(T).

Stel nu dat x een positieve eigenvektor is bij 1.

L=

TR(A;T)x = ) l; x = % is een kwasi-inwendig punt voor zekere
A

-1
n=1
A > 0. Maar dan is ook x een kwasi-inwendig punt. De bij 1 behorende

eigenruimte N(1-T) is een gesloten Riesz-deelruimte. De restriktie T,

van T tot N(1-T) is irreducibel, en elke positieve eigenvektor van T



(ii)

(iv)

(v)

a)

b)
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bij 1 is kwasi-inwendig punt van deze Riesz-deelruimte. Volgens pro-

positie I. 5.2 is N(1-T) ééndimensionaal.

Zij z een eigenvektor van T bij een perifere eigenwaarde a.

|z]| = x > 0 is dan een eigenvektor van T bij de eigenwaarde 1. We
identificeren Ex met C(X); de restriktie T1 van T tot Ex korrespondeert
met een Markov-operator, en z korrespondeert met een unimodulaire
eigenfunktie van T,- Uit stelling 5.4 volgt dat perifere eigenwaarden

een groep vormen.

7ij weer Tz = az, |a] = 1 en zij |z| = x; we identificeren nogmaals
E_ met C(X). Volgens lemma 5.5 is er een torsie U op E z6 dat
U_1TU = oT. Omdat 1 een enkelvoudige eigenwaarde van T is, en dus

van T1, is a een enkelvoudige eigenwaarde van T1 en daarmee van T.

E, is een T-invariant ideaal; omdat T irreducibel is, is E dicht
in E. De torsie U uit (iii) is voort te zetten tot een torsie

V € L(E) (zie het bewijs van lemma 6.2). Dan geldt: V_1TV = aT, dus
o(T) = ao(T).

Zij 0 < x € E en Tx = vx. T is positief, dus 0 < v < 1 en O < Tx< x.

Stel T heeft de eigenschap (W). Als in het bewijs van lemma 5.7
tonen we aan: er is een gesloten T-invariant ideaal F in E met

X - Tx € F (de ongelijkheid 0 < x < Tx wordt in het bewijs van
lemma 5.7 alleen gebruikt om aan te tonen dat x ¢ F). T is irreduci-
bel, dus 1 is eigenwaarde van T met een positieve eigenvektor u.

Tu = u, dus voor A > 1 geldt R(A;T)u = X%T' Daaruit volgt (zie voor
de notatie van het bewijs van lemma 5.7T): pA(u) = ||ul|, aus

q(u) = ii? px(u) = ||ul|, zodat u ¢ F. Omdat T irreducibel is, is

F = {0}, dus Tx = x. Daaruit volgt: v = 1.

Stel 1 is eigenwaarde van T' met een positieve eigenvektor ¢. ¢ is

dan positief definiet, en
0 < ¢(x) = T'¢(x) = ¢(Tx) = ¢(vx) = v¢(x).

Dus v = 1.
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6.4 Stelling (Lotz [4], Theorem 5.3)
Zij T een irreducibele operator in C(X) met r(T) = 1, en zij het perifere
puntspektrum van T niet leeg.
Dan gelden de beweringen (i) - (v) van stelling 6.3.
Bewijs:
gevolg van stelling 6.3 en de stelling van Krein-Rutman (stelling
II. 3.11).
%

6.5 Stelling (Lotz [4], Theorem 5.4t; Lotz en Schaefer [8], Theorem 1)
Zij T een irreducibele operator in een Banachrooster E met r(T) = 1.

Als 1 een pool is van R(A;T) dan geldt:
(i) Per o(T) is de groep van k° machts-eenheidswortels;

(ii) elke @ € Per 0(T) is een enkelvoudige eigenwaarde van T en een

pool vaen de eerste orde van R(A;T);
(iii) als o € Per o(T) dan o(T) = ao(T);
(iv) 1 is de enige eigenwaarde van T met een positieve eigenvektor.
Bewijs:

. Zij 1 een pool van de orde k van R(A;T). Zij Q = lim()\-1)k R(A;T).
A¥1

Q is de hoofdterm van de reeksontwikkeling van R(A;T) om 1. Q is positief,
en QT = Q. Q' is dus ook positief en Q' # 0. De positieve kegel E'Y in E

is voortbrengend, dus
3¢ e E' : Q'¢ =y > 0.

Dan geldt: ¥(x) = Q'¢(x) = ¢(Qx) = ¢(QTx) = T'Q"¢(x) = T'¥(x), dus T'V = ¥.
1 is eigenwaarde. van T' met een positieve eigenvektor. Daarmee is voldaan
aan voorwaarde 20) van stelling 6.3, dus 1 is een enkelvoudige eigenwaarde
van T met een positieve eigenvektor u.

We tonen vervolgens aan dat elke a ¢ Per o(T) een pool is van R(A;T)
van de eerste orde, dus een eigenwaarde van T. De beweringen (i) - (iv)
volgen dan direkt uit stelling 6.3.

Zij F= {z ¢ E | Q(|z]|) = 0}; F is een T-invariant gesloten ideaal,
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dus F = {0}. Daaruit volgt dat Q2 # 0, dus k-= 1. 1 is een pool van de
eerste orde van R(A;T), en Q is het residu van R(A;T) in 1.

Uit appendix, lemma 4.2 volgt dat 1 ook een pool is van de eerste
orde van R(A;T), en dat Q het residu is van R(M;T) in 1. Zij Tn = n; dan
geldt an = n. De equivalentieklasse n bevat derhalve een rij (yn)n € m(E)

met lim (Qyn—yn) = 0. Omdat 1 enkelvoudige eigenwaarde is van T geldt
n>v
W, = Y,u (Ynec), dus n = Yu, waarbij Y = lim Y,» en u het beeld is van u
— n>®

onder de kanonieke inbedding g E > E. Daaruit volgt dat 1 een enkelvou-
dige eigenwaarde is van T,

Zij R:= {n € E | E(Inl) = 0}. R is een T-invariant gesloten ideaal
in E. Zij T resp. a de door T resp. Q in E = E/R gelinduceerde operator.
Dan geldt: QT = 5, en uit de definitie van R volgt dat Q positief definiet
is. Zij 51 de door T in R geTnduceerde operator. De restriktie van Q tot R

is 0, dus T, heeft in 1 geen pool. Derhalve geldt r(E}) < 1. Uit appendix,

stelling 3.; en 3.8 volgt dan: R(A;%) heeft in 1 een pool van de eerste
orde met residu 5. 1 is weer enkelvoudige eigenwaarde van T.

Zij B het beeld van U onder de projektie E + E.
7ij Ea = ndy n{n ¢ E | |n| <U}. 2ij H de afsluiting ven E.
Omdat Tu = U is H een gesloten T-invariant idesal in E. Zij S1 de restrik-
tie van T tot H en zij S, de door T in E/H geinduceerde operator. Omdat

Q(E) © H heeft S, in 1 geen pool.
1 4 o(s,), dus r(s,) < 1.

Uit appendix, stelling 3.7 en 3.8 volgt weer: R(A;S1) heeft in 1 een pool
van de eerste orde. S, is een irreducibele operator, immers, stel G = {0}
is een S -invariant ideaal in H. G is ook een Q—1nvar1ant 1deaal in E. Om-
dat 1 een enkelvoudige eigenwaarde van T is, geldt 4 € G. Maar u is een
kwasi-inwendig punt van H, dus G = H.

Zij nu a € Per o(T), dus |a| = 1. Dan geldt volgens appendix, stel-
ling 4.3: o € Po(T). Zij T6 = a6 (620). Dan geldt |6| < T(|e]|) en
le] < Q(le])
Dearuit volgt: 6 ¢ R, dus T6 = a8 = 0. Daaruit volgt [8] < T|8|; omdat
QF = § en omdat § positief definiet is, geldt: T|§| = |8]. |8] is een veel-
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voud van ;, dus 8 ¢ H. Daaruit volgt: o € PO(S1). Er is een torsie V op H
z6 dat V-1S1V = o8, (zie het bewijs van stelling 6.3). Daaruit volgt dat
.@ een pool is van de eerste orde van R(A;S1).

Omdat r(SZ) < 1 is o een pool van de eerste orde van R(A;E); omdat
r(T1) < 1 is o een pool van de eerste orde van R(A;T) (volgt uit appendix,
stelling 3.8). Uit appendix, lemma 4.2 volgt dat: a is een pool van de
eerste orde van R(A;T).

7.

6.6 Opmerkingen

1. Stelling 6.5 is een verscherping van stelling I. 5.15 voor het geval
dat E een Banachrooster is.

2. Als T een irreducibele operator is in een Banach-rooster E en r = r(T)
is een pool van R(A;T), dan is r > 0. Daaruit volgt dat de voorwaarde
r(T) = 1 in stelling 6.5 geen beperking der algemeenheid betekent.
(Bij de eigenwaarde r behoort een positieve eigenvektor x; immers,

zij Q = lim ()\-r)k R(A;T) de hoofdterm van de Laurent-ontwikkeling
A¥1

van R(A;T) om r. Q is positief en TQ = rQ; de positieve kegel E' in

E is voortbrengend, dus 3y € E : Qy = x > 0; dan geldt

@ 1
Tx = TQy = rQy = rx. Voor zekere A > r(T) =y = TR(A\;T)x = ) E*% =
o n=1
) (%)nx een kwasi-inwendig punt. Daaruit volgt: r > O en x is een

n=1
kwasi-inwendig punt.)
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Hoofdstuk IV.

Operator-Polynomen met Positieve Koéfficiénten
door

H. Bart

0. Inleiding

0.0 Onder een operator verstaan we een lineaire afbeelding van een Banach-
ruimte in zichzelf. Identieke operatoren duiden we steeds aan met het sym-
bool I. De verzameling van alle kompakte operatoren in een Banachruimte E
duiden we aan met K(E). Het inwendige, resp. het lineair omhulsel, van een
deelverzameling V van een Banachruimte duiden we aan met Vo, resp. spV.

Is E een komplekse Banachruimte en A een operator in E, dan stellen we ge-
makshalve EC = E en A® = A (vgl. Appendix 5.1).

0.1 Zij E een Banachruimte en n een positief natuurlijk getal. Voorzien

van de produktoperaties en een produktnorm is E' een Banachruimte.
Zij i € {1,...,n}. De afbeelding Mo E > E, gedefinieerd door

ni(x1,...,xn) =X, ,

1

is een kontinue lineaire afbeelding van o op E en wordt de ii projektie,
van E° op E genoemd; de afbeelding o, ¢ E > En, gedefinieerd door

oi(x) := (0,...,0,%,0,..,0) (met x op de i® plaats),

is een kontinue lineaire afbeelding van E in E® en wordt de ii inbedding

van E in E° genoemd.
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0.2 Zij E een Banachruimte en n een positief natuurlijk getal. Als g € (%)
enie{1,...,n}, dan g, € E'. Definieren we J : (E7)' » (E')® door

J(g) := (501,...,gcn), den is J een topologische isomorfie van (%) op
(E')®. Voor f = (f1""’fn) e (E")" en x = (x1,...,xn) e E* geldt

J_1(f)(x) =

) f.(xi).
i

1

e

1

0.3 Zij E een re&le Banachruimte en n een positief natuurlijk getal. Defi-

nieren we T : (E®)¢ > (E®)® door
T((x1,...,xn) + i(y1,...,yn)) = (x1+iy1 ,...,xn+iyn),
. . . . n,c c\n
dan is T een topologische isomorfie van (E")~ op (E7)".

0.4 Zij E een Banachruimte over K (K = € of R), n een positief natuurlijk
getal en A ¢ L(E) (k=1,...,n). De afbeelding L : K > L(E), gedefinieerd
door
n n-k
L(A) :=AT - ] a R
k=1 &

heet het operator-polynoom met ko€fficiénten A1 t/m An. L is een differen-
tieerbare afbeelding van K in L(E).

0.5 In het volgende zullen we laten zien dat verschillende stellingen uit
de spektraaltheorie der positieve begrensde operatoren - waaronder de
stelling van Krein-Rutman- met behulp van een van H. Wielandt afkomstige
lineariseringsmethode gegeneraliseerd kunnen worden tot uitspraken over
operator-polynomen met positieve koéfficiénten. De betreffende generalisa-
ties zijn ontleend aan Maibaum, G. : Uber Scharen positiver Operatoren,
Math. Ann. 184, 238-256 (1970).
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1. Operator-Matrices

1.0 In deze paragraaf is E een Banachruimte en n een positief natuurlijk
getal. Voor de betekenis der symbolen Tis O (i=1,...,n), J en T verwij-

zen we naar 0.1 t/m 0.3.

1.1 Definitie Als A;, operator in E (i,k = 1,...,n), dan is A : E® » E°,

gedefinieerd door
n
(A.x)i = ) Aikxk (x = (x1,...,xn) e By i= Tyeeosnl),
k=1
een operator in E'. We schrijven kortweg

A11 A12 tetetceennen A1n

A21 A22 tesesesennes A2n

A = of A = (Aik

An1 An2 cessercenens Ann‘J

1.2 Propositie Zij A, operator in E (i,k = 1,...,n) en A = (Aik)' Zij
B, operator in E (i,k = 1,...,n) en B = (Bik)' Dan AB = (Cik) met

ik .

n
C.. = 321 Aiijk (i,k = 1,...,n).

Bewijs: Evident.

1.3 Propositie Zij Aik operator in E (i,k = 1,...,n) en A = (A.. ). Dan

ik

(i) %m="f°h (jom=1,...,n),

n
(ii) a= ] oA

T,
i,k=1 k'k

Bewijs: Is eenvoudig na te rekenen.
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1.4 Propositie Zij A, operator inE (i,k = 1,...,n) en A = (Aik)’ Dan

(i) A€ LENY Ay € LE) (i,k
(ii) A € K(En)¢:::3Aik e K(E) i,k

Bewijs: Volgt direkt uit prop. 1.3.

1.5 Propositie Zij Ay € L(E) (i,k

JA'TT =

e

L

' '
A11 A21

' ' '
A12 A22 ceessee An2

'
cesesee An1

' 1 '
A1n A2n ceessse Ann

Bewijs: Volgt direkt uit de definities.

150..,0),

1,...,0).

1y...,0) en A = (Aik

). Dan geldt

1.6 Propositie Zij A € K(E) (k =1,...,n) en zij A gedefinieerd door

Dan A" ¢ K(EP).

~

~

A1 A2 B ¢

I O ceveveeeeees O

O ceveceeses OSNI O

n

e

=

Bewijs: Zij m € {1,...,n}. M.b.v. prop. 1.2 leiden we gemskkelijk af:

~

P
**Ol.llalo*
e e seseeese
© o seessese
e o secscsce o
* % *

asccses o

IO0.ceeeeee ©O
0IO...... 0

.
.

6...0'T0 ..0

m rijen
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Hierin duiden de sterretjes kompakte operatoren (in E) aan. Het gestelde

volgt nu uit prop. 1.k.

1.7 In de rest van deze paragraaf is E een reéle Banachruimte en K een ge-

sloten kegel in E.

1.8 Propositie Zij A;, operator inE (i,k = 1,...,n) en A = (Aik). Dan

A A
c ,c c
A11 ./-‘L,‘2 ceesenes A1n
c ,c c
TAcT—1 - A21 A22 cessennn A2n .
c ,c c
An1 An2 ceeeenes Annj

—

Bewijs: Volgt direkt uit de definities.

1.9 Propositie

(i) X" is een gesloten kegel in E-.

(i) J((xH) = (k)™

(iii) X" totaal <=3K totaal.

(iv) KP voortbrengend <——=K voortbrengend,

(v)  (KM° = (k)" ; K ruimtelijk <=K ruimtelijk.
(vi) K" normaal &K normaal.

Bewijs: Volgt direkt uit de definities.

1.10 Propositie Zij A;, operator in E (i,k = 1,...,n) en A = (Aik). Dan
geldt: A positief (m.b.t. KF)CZ:Aik positief (m.b.t. K) (i,k = 1,...,n).
Bewijs: Het is duidelijk dat oi(K) c K" en ni(Kn) cK(i=1,...,0).

Het gestelde volgt nu uit prop. 1.3.
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1.11 Propositie Zij A, een van de nul-operator verschillende (m.b.t. K)
positieve operator in E (k = 1,...,n-1) en zij An een (m.b.t. K) sterk-
positieve operator in E. Is A gedefinieerd door

~

O N ¢

ee s s 0 s s s ccs e

0 .eeeoee. OIO
J

L
dan is A sterk-positief (m.b.t. K.
Bewijs: Zij Ao := I. M.b.v. prop. 1.2 leiden we gemakkelijk af:

(n-3+1)% kolom

e

ceeee e)
- *(An )

e (A
(A,

P N (An+~) ....(Aj_aAnH-) 5 rijen
ceoae e .
> (An )(A1An+*) (J = 1,...,n)
¥ Leees eeees A
n
I 0.. eeees O

R I I A NI BRI AR B A L BN

LO....OIO... ceess O
~ M
(An"’*) * * e (An-‘lAn + 9¢)
(An""“) * (An-2An + %)
An - (AP oo (A A+ ) ,

R EE R I N A AR I I AR RE B SRR

> Lo ¥

cees A
n
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a) )
m m
(An+>+) * »* ceer (A LA+ %)
»* (Aﬁ+*) s ool (A _2A§ + %)
nm m
AT = w ox (AP (A, A0 + %) (m=1,2,...), (1)
m
»* »* »* (An+*)
L J
* ..o (A A"+ %) R
n-1n
m
*"“*(An-QAn+*) A (2)
AT o e (m=1,2,...)
s ... (Am+*) s .. (j=0,...-..,n—1).
n
JL J

(n-3)¢ kolom

Hierin duiden de sterretjes positieve operatoren (m.b.t. K) aan. Zij

x = (x1,...,xn) e K* \ {0}. Kies j e {0,...,n-1} enm > 1 28 dat

x i€ K\ {0} en Aﬁ Xpj € K°. Definieren we y = (y1,...,yn) e E® door
y := Apm*Jx dan geldt
m _ .
Yy - An—kAnxn-j € K (k = 1,...,n). (zie (2))
m o m _
[Anxn_j e K en An-k # O]:}An_kAnxn_j € K\{O}:::;yk e K\ {0} (k=1,...,n)
(zie prop. II.L.5).
\V/k € {1,...,n}3mk11 : A:kyk e K°. Voor M:=ma.x{mk t: k=1, ..,n}
geldt nu
M o) .
Ay €K (k = 1,...,n) (zie prop. II.4.10).
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Definieren we z = (z1,...,zn) e E® door z := AnMy, dan geldt
My ek (k= ) (zie (1))
Z, = nyk € k= 1,...50), zle
en dus

z, € K +Kck® (k=1,...,n). (zie II.k.2).
Stellen we N := n{M + m) + j, dan

AVx = AnMy =z ¢ (x°)" = (x¥M°. (zie prop. 1.9)

Hiermede is de stelling bewezen.
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2. Linearisering van Operator-Polynomen

2.0 In deze paragraaf is E een niet-triviale Banachruimte over K
(K = € of R)sn een positief natuurlijk getal en A« L(E) (k = 1,...,n).

L is het operator-polynoom met ko&fficiénten A, t/m An, d.w.z.

1

n
L(A) = A1 = § Ak (A € K).
DR e

Voor de betekenis der symbolen Tis O (i=1,...,n), Jen T verwijzen we

naar 0.1 t/m 0.3.

2.1 Definitie Het operator-polynoom met ko&ffici&nten A; t/m Aé noemen we

het aan L geadjungeerde operator-polynoom en duiden we aan met L'; het

operator-polynoom met koé&€fficiénten A: t/m Ag noemen we de kompleksifikatie

van L en duiden we aan met L°.

2.2 Opmerking Is K = €, dan L = L%, (vgl. 0.0). YA e K : L'(A) = L(A)' en
(2) = L(1)C.

2.3 Definitie De verzameling p(L) van alle A € € z6 dat L°(A) inverteerbaar

is (in L(E®)) heet de resolvente verzameling van L. Het komplement van

p(L) in € noemen we het spektrum van L en duiden we aan met o(L). Daar,
zoals in 2.12 zal blijken, o(L) een niet-lege kompakte deelverzameling is

van €, is het zinvol de spektraalradius van L te definieren door

r(L) := max{|A| : A €o(L)}. Onder het perifere spektrum Per o(L) van L ver-
staan we de verzameling van alle A € o(L) met |A| = r(L). De afbeelding
M= LE(A)"" is een differenticerbare afbeelding van de open verzameling
p(L) in L(Ec) en wordt de resolvente van L genoemd. Een geisoleerd punt
A, van o(L) heet een pool van L van de orde m als A, een pool is van de
resolvente van L van de orde mj; is m = 1 dan noemen we Ao een enkelvoudige
pool van L. De verzameling van alle polen van L duiden we aan met Pol o(L).
Een getal Ao € K heet een eigenwaarde van L als L(Ao) niet injektief is;

een element X, € E heet een bij de eigenwaarde Xo behorende eigenvektor als
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L(Ao)xo =0 en x # 0. Onder de meetkundige multipliciteit van de eigen-

waarde Ao van L verstaan we de dimensie van de nulruimte van L(Ao). Is de
meetkundige multipliciteit van de eigenwaarde Xo van L gelijk aan 1, dan

noemen we Ao een enkelvoudige eigenwaarde van L.

2.4 Opmerking De in 2.3 ingevoerde begrippen zijn generalisaties van noties

uit de (gewone) spektraaltheorie; deze korrespondeert met het geval n = 1.

2.5 Definitie Onder de eerste lineariserende operator van L verstaan we de

operator A e L(E®) gedefinieerd door

) A
A1 A2 ceecsens An
I 0 .ieeeees O

A := oI O0....... 0O .

es s s esssss s s

0 veeeeeen 0T 0OJ

-

Onder de tweede lineariserende operator van L verstaan we de operator
%eL@%gdﬁmmudhw

AT O e O 1

A2 0IO0.... 0

B := cecesteratannas

0....0 I

A
N-—
A

1
O .cceveen O
n

v A

2.6 Opmerking Uit 1.4 volgt: AL, BL € L(En).

2.7 Propositie

: _ cn-1 _
(i) Als K = R, dan T(A.L) T = ALC .

(ii) J(AL)'.J"1 =B,.
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Bewijs: Volgt direkt uit de proposities 1.8 en 1.5.

2.8 Propositie Zij x = (x1,...,xn) e E en ) € K.

L(A)xn =0
(1) Alx = Ax&
x = An_kxn (k = 1,...,0=-1),
L
(L()x, =0
(ii) B.x = Ax<d
L
k-1 521 k1o
x = V1 - z_ A Ai]x1 (k = 2,...,n).

Bewijs: Volgt direkt uit de definities.

2.9 Gevolg Zij A € K.

(i) aI- A injektief&E—YL(A) injektief.

(ii) aI- B injektief<—=)L(A) injektief.

(iii) A eigenwaarde van AL[BL] met meetkundige multipliciteit m <

A eigenwaarde van L met meetkundige multipliciteit m.

2.10 Propositie Zij A € K .
(i) az- AL surjektief ¢<—L(\) surjektief.
(ii) aI- B surjektief<—L(A) surjektief.
Bewijs: We tonen alleen (i) aan; het bewijs van (ii) verloopt analoog.
(a) Zij AI- AL surjektief en y € E. Kies x = (x1,...,xn) e E® 28 dat
(AI- AL)x = 0,y. Den L(A)(nnx) = L(A)xn =y.
(b) Zij L(A) surjektief en y = (y1,...,yn) € E®. Definieer ¢k(k) :E > E
door ¢, (1) := ?ZE 1 An_k—1-inn_i (k = 0,...,n-1).
Kies u € E 28 ;at

n-1
Lu=Cs () = T A ¢ (N)]y.
k=1
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Definieren we x = (x1,...,xn) ¢ E' door

[

u (xk = n)

*x T n-k

Aou - ¢k(x)y (k=1,...,0-1),
dan geldt

(A1~ AL)x =y.

2.11 Propositie

(1) p(L) = p(a)).
(ii) o(L) = c(AL).
(iii) =r(L) = r(AL).

(iv) Per o(L) = Per c(AL).

Bewijs: Het is voldoende (i) aan te tonen. We onderscheiden twee gevallen

namelijk (a) K = ¢ en (b) K = R.

(a) o(L) = {1 € € : L(\) bijektief} = (zie 2.9 en 2.10)

A e € :AI- AL bijektief} =

o(A)

(b) Per definitie geldt p(L) = o(L°) en p(A}) = p((A)%). Uit 2.7 en 0.3
volgt p((AL)c) = p(ALc). Onder (a) is bewezen o (L) = p(ALc). Hieruit
volgt p(L) = p(L°) = p(ALc) = p((AL)c) = O(AL).

2.12 Gevolg o(L) is een niet-lege kompakte deelverzameling van C.
Bewijs: [E'# {0} en Al e L(En)]====>c(AL) niet-lege kompakte deelverza-
meling van C. Het gestelde volgt nu uit 2.11.

2.13 Propositie Zij Xo € ¢ en m een natuurlijk getal. Dan geldt: Ao pool
van AL van de orde m¢=$ko pool van L van de orde m.

Bewijs: Zij A := AL.
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(1)

(ii)

We behandelen eerst het geval K = €. Zij Ao pool van A van de orde
m. Uit propositie 2.11 volgt dat A, een geisoleerd punt is van o(L).
Uit het eerste gedeelte van het bewijs van 2.10 blijkt dat

L)~ = ﬂn(AI - A)'1o1 (A € p(L) = p(A)).

Hieruit volgt direkt dat A, een pool is van L met orde < m.
Zij Ao een pool van L van de orde m. Uit propositie 2.11 volgt dat

A, een geIsoleerd punt is van o(A). Definieren we y op € door
n-1
v(A) =0 (M) - kz1 A .6, (1)

(hierin is ¢k(l) gedefinieerd als in het bewijs van 2.10), dan is

V) een differentieerbare afbeelding van € in de Banachruimte van alle
begrensde operatoren van E® in E. Uit het tweede gedeelte van het
bewijs van 2.10 blijkt dat

n-1

TR THO) - T o) (e pa) = o).

(- a)" ' =

| 18

k

Hieruit volgt direkt dat A, een pool is van A met orde < m.
Hiermede is het gestelde in het geval K = C bewezen.

Vervolgens behandelen we het geval K = R. Dan geldt:

A, DoOl van A van de orde m = (per def.)

Ao pool van A® van de orde m [ (zie 2.7 en 0.3)
A, ool van A c van de orde m (——=  (zie (i))

Ao pool van L€ van de orde m l —— (zie 2.3)

Ao pool van L van de orde m.

2.14 Gevolg Pol o(L) = Pol c(AL)-

2.15 Opmerking Voor BL gelden analoge beweringen.



3. Operator-Polynomen met Positieve Koéfficiénten

3.0 In deze paragraaf is E een niet-triviale reéle Banachruimtes K een

w0

gesloten kegel in E, n een positief natuurlijk getal, A, € L(E) positief

(m.b.t. K) (k = 1,...,n) en L het operator-polynoom met koéfficiénten
A1 t/m An’ d.w.z.

n
L) = A" - § A" (A € R).
k=1
Voor de betekenis der symbolen o, en J verwijzen we naar 0.1 en 0.2.

3.1 Stelling ([1], Satz 1(2.2)).

Is K totaal, r = r(L) en Per o(L) < Pol o(L), dan geldt:

(i) r e o(L) en r is een pool van maximale orde in Per o(L),
(ii) 3Jx € k\{0} : L(r)x =0,

(iii) Jf e X'\ {0} : L'(r)f = O.

Bewijst Zij A := Aj en B :=3B,.

(0) E® is een niet-triviale reéle Banachruimte. M.b.v. de resultaten uit de
paragrafen 1 en 2 verifi&ren we gemakkeli jk: K" is een totale gesloten
kegel in E°, A € L(E®) is positief (m.b.t. K?), r(A) = r(L) = r en
Per o(A) ¢ Pol o(A). Hieruit blijkt dat we II.3.4t kunnen toepassen.

(i) Volgt direkt uit II.3.4, 2.11 en 2.13.
(ii) :gy'= (y1,...,yn) e K*\ {0} : Ay = ry (zie II.3.L4). Stellen we
x :=y , dan geldt (zie 2.8)

x € K\{0} en L(r)x = 0.

(iii) Jeg e (k*)'\ {0} : A'g = rg (zie II.3.4). Definieren we
h = (h1""’hn) ¢ (E')" door h := Jg, dan

he (K')"\{0} en Bh = rh . (zie 0.2, 1.9 en 2.7).
Stellen we f := h1, dan

f e K'\ {0} en L'(r)f = 0. (zie 2.8)
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3.2 Stelling Is K totaal, r = r(L) > 0 en Ak e K(E) (k=1,...,n),
dan geldt:

(i) r € o(L) en r is een pool van maximale orde in Per o(L),

(ii) Jx e kK N{0} : L(r)x = 0,

(iii) 3£ e k' \{0} : L'(z)f = 0.

Bewijs: Zij A := AL.

Daar A" € K(E®) (zie 1.6) en r(A) = r(L) = r > 0 (zie 2.11) geldt:

Per o(A) < o(A)\ {0} cPol ao(A)).
M.b.v. 2.11 en 2.14 vinden we

Per o(L) < Pol o(L).
Het gestelde volgt nu uit stelling 3.1.

3.3 Stelling [1], Satz 3(2.2)).
Is K ruimtelijk, A #0 (k=1,2,...,0-1), A sterk-positief (m.b.t. X),
Per o(L) < Pol o(L) en r = r(L), dan geldt:

(i) o0 <reo(L),
(ii) er bestaat een x € K° 28 dat
(a) L(r)x =0

(b) [T >0, xe K \ {0} en L(x)x = 01l=>r en x € spix},

=r
(iii) r is enkelvoudige eigenwaarde van L,
(iv) r is enkelvoudige pool van L,
(v) Per o(L) = {r},
(vi) er bestaat een f € K' 28 dat
(a) L'(r)f =0 en £(t) > 0 (t € K\{0})
(b) [r >0, fe K\{0} en L'(¥)f = 0]=>r = r en f € sp{t}.

Bewijs: Z1j A:= A en B := BL"
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(0) E" is een niet-triviale reéle Banachruimte. M.b.v. de resultaten uit
de paragrafen 1 en 2 verifiéren we gemakkelijk: K' is een ruimtelijke
gesloten kegel in En, A e L(E") is sterk-positief (m.b.t. Kn),

Per o(A) < Pol o(A) en r = r(L) = r(A). Hieruit blijkt dat we stelling

II.4.13 kunnen toepassen.

(i) Uit stelling II.4.13 en propositie 2.11 volgt
0<reo(a)=o(L).

(ii) Volgens II.4.13 dy = (y1,...,yn) e (K1)° 28 dat

(1) Ay = ry

(2) [r >0, y ¢ (K*)\ {0} en Ay = ryler = r en y € spiyl}.
Stellen we x := Yoo dan :

x € K° en L(r)x = 0. (zie 1.9 en 2.8).

Onderstel nu: r > 0, x € K\ {0} en L(T)x = 0. We zullen aantonen
dat r = r en x € sp{x}. '
Definieren we y € E° door

— n-1 — —_ =
= (r XyeeesTX, X),

< |

dan

<

e X'\ {0} en Ay = ry. (zie 2.8).

Dus _ _
r=reny € spiyl.

Het is nu duidelijk dat

X

;n € sp{yn} = sp{x}.

Konklusie:

r en x € spix}.

H
"
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(iii) Volgens II.4.13 is r een enkelvoudige eigenwaarde van A. Uit 2.9
volgt dat r een enkelvoudige eigenwaarde is van L.

(iv) Volgens II.L.13 is r een enkelvoudige pool van A. Uit 2.13 volgt dat
r een enkelvoudige pool is van L.

(v) Uit II.L.13 en 2.11 volgt

Per o(L) = Per o(A) = {r}.

(vi) Volgens II.h.13 : Jg e (K%)' 28 dat
(1) A'g=rg en g(v) > 0 (v e K'\{0})

(2) [r > 0, g ¢ (Kn)'\{O} en A'g = rgHr = r en g € splgl.

Definieren we h = (h1""’hn) e (E")" door h := Jg,
dan

he (K) " enBh=rh . (zie 1.9 en 2.7)
Stellen we f := h1, dan f € K'.
Bovendien geldt:

L'(r)f = 0. (zie 2.8)

Als t € K\{0}, dan o,t € K>\ {0} en dus

1

0 < g(o1t) = h1(t) = £(t). (zie 0.2)

fekX', £f(t) >0 (t e K\{0}) en L'(r)f = 0.

Onderstel nu: r > 0, £ € K' \{0} en L'(¥)f = 0. We zullen aantonen
dat T = r en f € sp{f}.

Definieer h = (HV'”’En) e (E')?

door



F (k=1)
h = _ k-1 )
5o ] TETROT (k=2,...0) .
i=1
Dan
h#0enBh=rh. (zie 2.8).
Dus
' ¥ h =_ = -
A} £+ b =Th (k= 1,...,0=1)
(zie 2.5)
A' T =rh .
n

Als u € K, dan A u € K en dus -E(Aku) >0 (k=1,...,n0).
Hieruit volgt
T -ﬁn(u) = (Ar'1 T)(u) = ?(Anu) > 0,

en dus

rh (u) = -ﬁn(u) + (A T)(u) = En(u) + ?(An_1u) > 0,

1

en dus
hn_1(u) >0

Zo voortgaande vinden we:

Ek(u) >0 (k=1,...,0).

139
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Hieruit volgt
he (K')".

Definieren we g door

-1—

E :=Jd h,
dan geldt

g e (K*)'\ {0} en A'g = rg. (zie 0.2, 1.9 en 2.7)
Dus

r=ren g€ spigl.

Hieruit volgt

h Jg € sp{Jg} = sp{h},

en dus

Y
u

K1 e spth,} = sp{f}.

3.4 Stelling ([1], Satz 6(2.2)).
Is K ruimtelijk en normasl, dan geldt:

Jf e XK'\ {0} : L'(r)f = 03

hierin is r = r(L).
Bewijs Zij A := A.L ‘
E" is een niet-triviale rele Banachruimte. M.b.v. de resultaten uit de
paragrafen 1 en 2 verifi&ren we gemskkelijk: K* is een ruimtelijke normale
gesloten kegel in E°, A ¢ L(E®) is positief (m.b.t. K°) en r = r(L) = r(a).
Hieruit blijkt dat we stelling II.3.11 kunnen toepassen:

Jege (K)'\ {0} : A'g = rg.

Het betoog kan nu worden voltooid met het laatste gedeelte van het bewijs

van stelling 3.1.
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L. Machtreeksen met Kompakte Positieve Ko&fficiénten

oo
4.0 In deze paragraaf is E een niet-triviale rele Banachruimte en LN N

een rij in L(E). Onderwerp van onze beschouwingen is de machtreeks
) )\kA.K (A € R).
k=1

We onderstellen dat de konvergentiestraal R van deze machtreeks positief

is (eventueel R = »); haar som duiden we aan met A. Dus
T .k
A = § aa (e [x] < R).
k=1
4.1 De machtreeks
I A ar (A € R)
k=1

heeft konvergentiestraal R; haar som duiden we aan met A', Dus

Ay = T F A (ers |l < R).
Lo A < ®; |A]

Het is duidelijk dat

AT(2) = A(A)! (» e R, |A] < R).
i

4.2 De machtreeks
§ oK A (A e €)
k=1
heeft konvergentiestraal R; haar som duiden we aan met A®. Dus

A%(n) =

of )\kA; (A € ¢; |A] < R).

Het is duidelijk dat
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A°(2) = A(n)¢ (x € B; |A] < R).

4.3 Onder S verstaan we de verzameling van alle A € €, |A| < R, waarvoor

I - A%()) niet inverteerbaar is.

Als Ak e K(E) (k= 1,2,...), dan is S de verzameling van alle
A € €, |A| < R, waarvoor 1 eigenwaarde is van A°(A). Dit volgt direkt uit

de equivalentie van de volgende L beweringen:

(i)  A(X) € K(E) (» e B; |A] <R),
(ii) A« K(E) (k = 1,2,...),
(iii) A7 e K(E®) (k = 1,2,...),
(iv) Ac(x) e K(E®) (» e ¢; |A] <R).

4.4 Zonder bewijs vermelden we de volgende stelling:

Stelling [1], Satz 1(3.2))
Is K een totale gesloten kegel in E, Ak positief (m.b.t. K) en kompakt
(k = 1,...,m), S#@ en r = inf{|A| : A € S}, dan geldt:

(i) O <r esS,
(ii) Hx e x\1{0} : A(r)x = x,
(iii) Jf € k' \ {0} : A'(x)f = £.

Literatuur

[1] Maibaum, G.: Uber Scharen positiver Operatoren.
Math. Ann. 184, 238-256 (1970).
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Hoofdstuk V

Enkele opmerkingen over strikte halfalgebra's
door

M.A. Kaashoek en H. Pijls

1. Spektrale eigenschappen

Zij B een Banachalgebra met eenheidselement e. In deze paragraaf zijn we
geinteresseerd in de spektrale eigenschappen van een element t in B gele-

gen in een strikte lokaal kompakte halfalgebra.

1.1 Stelling. Zij A een strikte lokaal kompakte halfalgebra in de Banach-
algebra B. Zij t € A. Dan

(1) r(t) e o(t),

(ii) als r(t) een pool is van t, dan is het een pool van maximale orde in

het perifere spektrum van t.

Deze stelling is een analogon van Stelling 3.2 in hoofdstuk II. Het bewijs
berust ook op een gegeneraliseerde versie van de stelling van Pringsheim

(zie II, §2). We beginnen met een hulpstelling.

1.2 Lemma. Zij A een strikte lokaal kompakte halfalgebra in de Banach-
algebra B. Dan is A een gesloten normale kegel in B.

Bewijs. De halfalgebra A is zeker een gesloten kegel in B. Schrijf, voor
xeny in B, x>y of y < x als x-y € A. Om te bewijzen dat A normaal is,
moeten we aantonen dat

0<x <%

. n (n=1,2,...), 1lim ¥, =0 (1)

n

impliceert lim x = 0.
n



1k

Neem eerst aan dat de rij {xn} begrensd is. Daar A lokaal kompakt is,
heeft de rij {xn} minstens een convergente deelrij. Het is dus voldoende
om te bewijzen dat iedere convergente deelrij van {xn} naar nul convergeert.

Zij {xn } een convergente deelrij van de rij'{xn} , en zij

i
X = l}m xn' .
i i
Dan volgt uit (1) dat X, en =X, in A zijn. Maar A is strikt. Dus Xy = 0.
Vervolgens nemen we aan dat de rij {xn} niet begrensd is. Er is dan een
deelrij {x_ } met ||xn || > i voor i = 1,2,... .
Zij . i
z; = |lx ||' »oowy = lx ll'
oy oy

voor i = 1,2,... . Dan volgt uit (1) dat

0 < z.

5 SV (i =1,2,...) , 1lim w, = 0.

i .

i
Daar de rij {Zi} begrensd is, volgt uit het voorgaande dat z; > 0 voor
i » + ®, Contradictie, want ||zi|| = 1voor i = 1,2,... . De rij {x}

is dus wel begrensd. Daaruit volgt x, > 0 voor n + + o,

Daar iedere normale kegel ook zwak normaal is (zie II.1.19), en daar B
een volledige genormeerde lineaire ruimte is, kunnen we Stelling II.2.8

gebruiken om de volgende stelling te bewijzen.

1.3 Stelling. Zij A een strikte lokaal kompekte halfalgebra in de Banach-

algebra B. Als a € A voor n = 0,1,... , en als de machtreeks
T n
] za
n=0

convergentie-straal 1 heeft, dan heeft de analytische functie die binnen

de eenheidscirkel door deze machtreeks wordt voorgesteld, een singulier
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punt in 1. Als deze singulariteit een pool is, dan heeft deze maximale

orde onder de polen op |z| = 1.

We willen deze stelling toepassen op de Neumann-reeks

z Zntn_ 1

n=0
waarbij t behoort tot een strikte lokaal kompakte halfalgebra A. Merk op
dat niet noodzakelijk to = e € A. Daarom vermeldn we eerst de volgende hulp-

stelling.
1.4 Lemma. Zij A een halfalgebra in de Banachalgebra B. Zij
Ae ={a+ae :ach,a>0l}

Dan

(1) A is strikt als en alleen als A strikt is.

Als A # (0) en gesloten in B is, dan

(ii) A, is lokaal kompakt als en alleen als A lokaal kompakt is.
Bewijs: Triviaal.

1.5 Bewijs van Stelling 1.1. Als r(t) = 0, dan is de bewering triviaal.
Stel daarom r(t) > 0. Als s = ot met o > 0, dan is s in A, s en t hebben
dezelfde spektrale eigenschappen en r(s) = o r(t). Zonder bezwaar voor de
algemeenheid mogen we dus aannemen dat r(t) = 1.

Dan is de convergentie-straal ven de machtreeks
Y n ,n-1
)zt (2)
n=0

gelijk aan 1. Merk op dat de coéfficiénten van deze machtreeks in Ae zijn.
Volgens het gegeven en Lemma 1.4 is Ae lokaal kompskt en strikt. Maar dan
volgt uit Stelling 1.3 dat de analytische functie

z —> R(%;t)
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(dit is de analytische functie die door de machtreeks (2) wordt voorge-
steld) singulier is in z = 1, Dus r(t) = 1 € o(t). Verder volgt uit
Stelling 1.3 dat, indien 1 een pool is van t, 1 een pool is van maximale

orde onder de polen op |z| = 1.
1.6 Opmerking. Zij 0 # t € B. Neem aan dat
r(t) € o(t) , Per o(t) < Pol o(t). (3)

Volgens Stelling I.1.1. is A(t) dan lokaal kompakt. Als we bovendien nog
veronderstellen dat A(t) strikt is, dan volgt uit Stelling 1.1 van deze
paragraaf dat r(t) een pool is van maximale orde in het perifere spektrum
van t. Het is interessant om te vermelden dat ook het omgekeerde juist is.
Dus r(t) is een pool van maximale orde in het perifere spektrum van t is
niet alleen een nodige, maar ook een voldoende voorwaarde voor het strikt
zijn van A(t), aangenomen dat t voldoet aan (3). Voor het bewijs van het
voldoende zijn van deze voorwaarden verwijzen we naar §2 van [2] . In de
nu volgende paragraaf zullen we ons bezig houden met een speciaal geval

van deze bewering.
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2. Een nodige en voldoende voorwaarde voor positiviteit.

In II.3 zijn zekere eigenschappen bewezen van het spektrum van een positieve
operator. Het is de bedoeling van deze paragraaf na te gaan in hoeverre de
daar gevonden eigenschappen karakteristiek zijn voor de operatoren die

een kegel invariant laten.

2.1 Stelling. Zij T een lineaire operator op R". Stel er geldt:

(1) (1) € o(T),

(ii) r(T) is een pool van maximale orde in Per o(T).

Dan bestaat er een gesloten ruimtelijke kegel K in R® die invariant is

onder T.

Bewijs. We vatten T op als operator op Cn, m.a.w. we identificeren T met
zijn complexificatie ¢ (zie Appendix 5.1).

We behandelen eerst het geval r(T) 4 0; zonder beperking van de algemeenheid

mogen we aannemen dat r(T) = 1. Er bestaat dan een basis
'{xij | i=1,2,...5k 5§ = 1,2,...,m}
van C° en een verzameling S van complexe getallen
s = {); | i = 1,2,...,k}

z6 dat het volgende geldt:

(i = 1,2,...,k);
(i= 1,245,005k 3 j= 2339-'-smi);

(1a)  Tx;q =23 %4,
. ..+ X,
(1v) 'I‘Jc]._'j A x; 5 X5 |
(de matrix van T ten opzichte van de basis {xij} heeft de Jordan-

normaalvorm) ;

(2)  er bestaat een permutatie t van {1,2,...,k} 26 dat A (3 = X&,

mog) T W B X(5); T % (1 =1,2,0.0,k; § = 1,2,...,mi)

i ij

(er geldt dan:
k 4 0 _ _

X = a.. Xx.. € R Q.. = O als X.. = X .
Z z iJ 14 = 1J .pa 1J Pq)

i=1 j=1
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Onder de getallen in S zullen in het algemeen gelijke voorkomen.
Als A € S, dan stellen we

a(x) = {i | A, =L
Merk op dat {xi1 | i € d(1)} een basis is van N(AI-T) (N(AI-T) is de

nulruimte van AI-T).
Verder volgt dat het klimgetal a()) van AI - T voor A € S gelijk is aan

max{m, | i e a(r)}.

Hieruit volgt (zie Appendix 2.6) dat A € S een pool van T is van de orde
a(r) = ma.’x{mi | i e a(r)}.

We mogen aannemen dat Ay =1 (= r(T)) en dat voor zekere p (1 < p < k)

geldt:

(3) 1=, =2 =...= ]Apl > lxpﬂl > aae > |

xl -

Daar r(T) een pool van maximale orde in Per o(T) is, mogen we verder aan-

nemen dat
(1) n, > m (i = 1,2,...,p).
We definiéren nu

1 als p = k,
(5) € :=

1- ]Ap+1| als p < k.

Na hernormering van de xij's mogen we dan (1b) vervangen door

(') Tx..=\.&®.. + ¢ X..
1J 1 1] 1j-1
We definiéren nu:

(1=1,2,...k 3 j= 25000,m).
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m,
A i
6 K:=1{x| x= .. X..3 |Im(a_.)|< Re s 1< 5 <
( ) | 121 J£1 alJ le | (a1J)|_ (a.‘J)’ L3J _m1 >
las . ] Re(a1j), 1< <my s
‘aiJI :_Re(a1m1), m, < 3§ <ml.
n
Het is duigelijk dat K een gesloten kegel is.
Verder is K ruimtelijk. Zij
m“
zI
x. = x,. en
0 =1 13
5oy |
Vi={x|x= a.. X..3 Jos.| < 3},
i=1 j=1 1 1J

N n
Dan is V een nulomgeving in ¢ en er geldt: x + V c K. Dus X, € int(K).
~

We bewijzen tenslotte dat T de kegel K invariant laat. Zij

m. m,
11 : 11
x = a.. X.. € K. Dan is Tx = B.. X..»
i=1 j=1 13 1 i=1 j=1 ij "1iJ
waarbij
e = .+ .. j < m.
i3 alJ Al € 0iiig als 1 <J < m,
me = %m, Al.
1

Het is duidelijk dat IIm(B1j)| i_Re(B1j) (j = 1,...,m1). We moeten nog
aantonen:
|eij| iRe(B1j) als 1<J <m,

LFY iRe(51m1) als j > my -

Daartoe onderscheiden we L4 gevallen.

(a).3<mi,a<m1

lsijl = |aijki+5 aij+1| f_ |aij| + E|aij+1l iRe(a1j+e a1j+1) = Re(BLj).
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(b) j<mi’vj:_m1:

daar m, < m., is i > p+1 (zie (L)) en dus (zie (3) en (5)) is

|Bij| = Ialj)\i € aij+1| < |aij|(1-e) + E‘“ijﬂ‘ <_Re(a1m1) = Re(B1m1).
() j=m,J<m:
85, | = oy 2| < Relagy +e oy o)) = Re(B, )
i i i
(a) 3 =m., J>m:
IBim.l = Ialm Ail < BRe(a, ) =Re(B, ).
1 1 1
¥ n
Definieer nu K := K nR". m "
. . oh ! e B n int(K)
Dan is K een gesloten kegel in R". Daar x, = ) 43 ) ?

J=1
is K ruimtelijk in R®. Daar T verder R" invariant laat, is K invariant
onder T.

Hiermee is de stelling bewezen voor het geval r(T) # O.

7Zij nu r(T) = 0. Er bestaat dan een basis

{xij | 1 =1,2,....k; j = 1,2,...,m,}
van C° 26 dat
Tx,q=0 (i =1,2,...,k),
T X; 5 = xi,j-1 (i =1,2,.0.5k3 j = 2,3,...,mi).

We mogen aannemen dat m, > m, (i = 2,3,...5k).

1
We definiéren nu
m,
k 1
§:={x|x= z z a

5 |Im(a .)l<_Re(a .), 1<j<m;
i=1 j=1 1 1 1

.o X. .
1J 14

Iaij' _<__Re(u1j),1 <3 imi}.

Het bewijs verloopt nu verder analoog aan dat voor het geval r(T) # 0.
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2.2 Opmerking. Stelling 2.1 blijft geldig als B? vervangen wordt door Cn;

dit volgt direct uit het boven gegeven bewijs.

2.3 Stelling. Zij E een redle of complexe Banachruimte. Stel T ¢ L(E)

voldoet aan de volgende voorwaarden:

(1)  =(7T) € o(T),

(ii) Per o(T) < Pol o(T),

(iii) »(T) is een pool van maximale orde in Per o(T),

(iv) de spektrale projectie P behorende bij Per o(T) is van eindige
rang, d.w.z. dim P(E) < =.

Dan bestaat er een gesloten ruimtelijke kegel K c¢ E die invariant is onder

T.

Bewijs. Zie[1], Satz 3.1 en 5.

Het verband tussen 2.3 en de theorie van de halfalgebra's wordt gegeven

door het volgende lemma.

2.4 Lemma. Zij E een reéle of complexe Banachruimte en zij K een gesloten
totale kegel in E. Stel T € L(E) laat de kegel K invariant. Dan is de door
T voortgebrachte halfalgebra A(T) c L(E) strikt.

Bewijs. Zij E een reéle Banachruimte. Daar K totaal is, is
K := {S e L(E) | s(K) < K}

een kegel (zie II.1.26). Daar A(T) < K, is A(T) strikt. Als E een complexe
Banachruimte is, dan vatten we T op als operator op de reéle restrictie EO
ven E. Dan is A(T) strikt in L(EO) en dus in L(E).

2.5 Gevolg. Zij E een reéle of complexe Banachruimte. Stel dat T e L(E)
voldoet aan de voorwaarden (i) t/m (iv) uit 2.3. Dan is de door T voort-
gebrachte halfalgebra A(T) ¢ L(E) strikt.

Bewijs. Dit volgt uit 2.3 en 2.k,
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2.6 Opmerking. Het is niet bekend of voorwaarde (iv) in 2.3 gemist kan

worden. Wel kan de voorwaarde (iv) in 2.5 gemist worden (zie [2], §2).

Literatuur

(1] Elsner, L., Monotonie und Randspektrum bei vollstegigen Operatoren.
Archive for Rational Mechaniecs and Analysis,
36 (1970), 356-365.

[2] Kaashoek, M.A., A note on strict locally compact semi-algebras,
Rapport Wiskundig Seminarium der Vrije Universiteit,

nr. 8 (1970).
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Appendix
door

W.J. de Schipper en J. de Vries

1. Spectraasltheorie in Banachalgebra's.

1.1 In deze paragraaf is B steeds een complexe Banachalgebra met eenheid
e; dat wil zéggen: B is een complexe Banachruimte, waarin een associatieve
vermenigvuldiging is gedefinieerd, die distributief is ten opzichte van

de optelling, zodanig dat B met de optelling en deze vermenigvuldiging een

ring met eenheid e is. Bovendien moet

Axy) = (Ax)y = x(Ay) (e, xeB,yeB)

en

1, ] < =l Iyl (x€3B, ¥ eB).

el

1.2 Definitie. Een element x € B heet regulier als er een element x-1 € B

is z6, dat xx_1 = x_1x = e; het element x.1 met deze eigenschap is dan

ondubbelzinnig bepaald, en wordt de inverse van x genoemd. Cnder de resol-

vente verzameling van een element a € B verstaan we de verzameling
p(a):= {1 | A € ¢ & (Ae-a) is regulier}.

Onder het spectrum van een element a € B verstaan we de verzameling
o(a):= € \r(a).

Voor alle A € p(a) is
R(Arja):= (Ae-a.)-1

gedefinieerd. De functie A+ R(A3a) van p(a) naar B heet de resolvente
ven a. Indien a een vast gekozen element van B is, schrijven we R(1) in

plaats van R(A;a).
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1.3 Stelling. Zij a € B. Dan gelden de volgende beweringen:

(i) pia) is een open deelverzameling van €, en de functie A +—> R(})
is lokaal analytisch op p(a) u {=}. (zie 1.5 voor de betekenis hier-
van).

(ii) o(a) is een niet lege compacte deelverzameling van C.

(iii) r(a):= 1im ||a®||'/™

n>®

bestaat, en er geldt:

r(a) = sup{|r] | 2 € o(a)}

r(a) < [|al].

Op grond hiervan wordt r(a) de spectraalradius van a genoemd.
(iv)  Als A, € o(a), dan is voor alle A ¢ € met |A-A0| < HR()\O)H-1
ook A € p(a), en

ROD = ROG) + [ (=07 O™

n=1
(v) Voor alle A € € met |A| > r(a) is A € p(a) en
R(A) =a"le s § aB1 g0
n=1

De reeks in het rechterlid divergeert als |A| < r(a).

(vi) Indien ook b € B, en &b = ba, dan is
r(ab) < r(a).r(b) en r(a+db) < r(a) + r(b).

In het bijzonder is de functie a +— r(a) continu op B indien B
commutatief is.
Bewijs. Voor (i) tot en met (v): zie [1], Sec. 4.7. Voor (vi): zie [5],
Theorem 1.4.1.

1.4 Opmerking. Op grond van (ii) en (iii) is de verzameling
{x e o(a) | |A] = r(a)}

niet leeg. Deze verzameling wordt het perifere spectrum genoemd. Notatie:

Pero(a).
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1.5 Opmerking. Zij D een niet-lege open deelverzameling van de Riemann-

bol € U {»}, en zij E een complexe Banachruimte (het is voldoende om van

E te eisen dat het een rij-volledige lokaalcOnvexe topologische vectorruimte
over € is).

Een functie f : D—E heet

- analytisch in een punt A, €D (XO $ =) als

£r(2) = 1im 1 [f(n) - £(1)]

A p=A

bestaat voor elke A uit zekere omgeving van )\O

- analytisch in het punt = (als = € D) als f(=) = lim f(A) en de functie
g, gedefinieerd door Ao

£(3) als A %0
A
g(x) =
f(=») als A =0
analytisch is in het punt O.

- lokaal analytisch op D als f analytisch is in ieder punt van D.

Op grond van [ 1], Theorem 3.10.1 is f analytisch in een punt AO e D als en
slechts als voor elke x' e E' de functie A+——><f(1A), x'> van D naar € ana-
lytisch is in AO (hierin is E' de duale ruimte van E en voor x € E,

x' € E' is <x,x'> = x"(x)).

Veel stellingen uit de gewone complexe functietheorie gelden ook voor
"vectorwaardige" analytische functies. Van belang is daarbij het volgende:
Als T een rectificeerbare kromme is in €, gegeven door de continue func-
tie van begrensde variatie t +——A(t) van [a,b] naar €, dan is de Riemann-

Stieltjes integraal

b
If(x(t)) ) = J £(0)ar
a r

gedefinieerd voor iedere functie f met waarden in E die continu is op T,

en voor elke x' € E' geldt:
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< f f(A)ar, x' > = [< £(2), x' > ax
T T

Met behulp hiervan kan een groot aantal stellingen uit de gewone complexe
functie theorie ook voor vectorwaardige functies aangetoond worden.

We noemen slechts: de integraal stelling en de integraal formules van
Cauchy, de stelling van Cauchy- Hadamard, de Taylor- en Laurent-ontwikke-
lingen, het maximum-modulus (of liever: maximum-norm) principe en de stel-

ling van Liouville. Zie [1], Sec. 3.11.

1.6 Definitie. Zij a € B en f een complexwaasrdige functie, die lokaal ana-
lytisch is op een open omgeving D van o(a). Dan is er een omgeving U van
o(a) met o(a) c Uc U c D 28, dat
(i) het aantal componenten van U is eindig en de afsluitingen in € van
deze componenten zijn onderling disjunct;
(ii) de rand T van U bestaat uit een eindig positief aantal gesloten rec-
tificeerbare Jordan curven (die twee aan twee disjunct zijn).
Door de (welgedefinieerde!) integraal
f(a) :=._2'11Ti— f £(1) R(rjza)ax
r
wordt dan een element f(a) van B gedefinieerd. Merk op, dat f(a) onafhan-

kelijk is van de keus van T en U (mits aan (i) en (ii) voldaan is).

1.7 Stelling. Zij Ha(D) de algebra van alle complexwaardige functies, die
lokaal analytisch zijn op een gegeven omgeving D van o(a). Dan is de in

1.6 gedefinieerde afbeelding f ——f(a) van Ha(D) naar B een algebra-

homomorfisme:
(i) Als £(A) = 1 voor alle A € D, dan is f(a) = e
(ii) Als £(A) = X voor alle A € D, dan is f(a) = a

(iii) Als f = Ag + yhmet A\, pe Cen g, h € Ha(D) dan is f € Ha(D) en

f(a) = Ag(a) + ph(a)
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(iv) Als f = gh met g, h € Ha(D)’ dan is f € Ha(D), en

f(a) = g(a) n(a).

Voorts is genoemde afbeelding continu in de volgende zin:
(v) Als {f,} een rij is in Ha(D) die puntsgewijs naar f € Ha(D) conver-

geert, uniform op compacte deelverzamelingen ven D, dan is
lim ||f (a) - £(a)|| =0
n->e n

Bewijs: Zie [3], Ch. III, § 11.6 of ook [1], Theorem 5.2.5.

1.8 Opmerking. In het bijzonder volgt uit 1.7T:

1°. A1s £(A) = ) cnxn en D is bevat in het convergentiegebied der reeks,
n=0
dan is f(a) = z cnan (convergentie in de normtopologie van B)
n=0
2°. Als © ¢ o(a), dan is £ : A h—é-% element van Ha(D) voor geschikte D,

en f(a) = a_1.

3. Als f, g € Ha(D) voor zekere open omgeving D van o(a), dan is
f(a) gla) = g(a) f(a).
In het bijzonder is a.f(a) = f(a).a.

1.9 Stelling. (spectrale afbeeldingsstelling).
Zij a € B. Indien de complexwaardige functie f lokaal analytisch is op een

open omgeving van o(a), dan is
a(£(a)) = £(o(a)) = {£(x) | » € o(a)}.

1.10 Stelling. Zij a € B. Indien de complexwaardige functie f lokaal ana-
lytisch is op een open omgeving van o(a) en de complexwaardige functie g
op een open omgeving ven o(f(a)), dan is g ° f lokaal analytisch op een

omgeving ven o(a), en (g ° £) (a) = g(£(a)).
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Bewijs: Voor 1.9 en 1.10: zie [1], Sec. 5.3.

1.11 Definitie. Onder een idempotent in B verstaan we een element x € B

z8 dat x2 = x.

1.12 Opmerking. Voor een idempotent x € B gaat de in 1.3(v) genoemde reeks

voor de resolvente over in:

oy = 1 v Iyn+l  _ e-x X
R(Ar3x) = ye+ ) (A) x = + 357
n=1
1/
voor alle A € € met |A] > r(x) = lim |[x|| '™ = 1. Het is duidelijk, dat
n->o

het rechterlid eveneens R(A;x) is als |A| < 1, maar A # 0 of A ¥ 1, mits
x ¢ {0,e}. 1In dat geval is dus o(x) = {0,1}.

Een idempotent x * {0,e} heeft dus een niet-samenhangend spectrum. Met
behulp van 1.9 blijkt nu, dat met ieder element a ¢ B waarvan het spectrum

onsamenhangend is, een aantal idempotenten correspondeert.

1.13 Definitie. Zij a € B. Onder een spectrale deelverzameling o van o(a)
verstaan we een deelverzameling ¢ van o(a) die zowel open als gesloten is
in o(a) (daar o(a) gesloten is in € is dit equivalent met: o en o(a)\o

zijn disjuncte, gesloten deelverzamelingen van C).

1.14 Stelling. Zij a € B en neem aan, dat o(a) = o4, U o, , waarin o, en

o5 onderling disjuncte, niet lege spectraalverzamelingen zijn. Dan zijn
er idempotenten e, en e, in B 28, dat
e, + e, = e en e_'e2 = e2e1 =0 .

terwijl e; ¢ {0,e} voor i = 1,2, Indien voor i = 1,2
a. == e, a (=a ei)

dan is a, + a, = a, a.,a_, = a_a, = 0, en tenslotte
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o(ai) =0, {0} (i =1,2).

= e) en a1 =0

Indien o, = @ (resp. o, = og(a)), dan is e, =0 (resp. e,
; a) zodat in deze gevallen o(ai) =0, (i =1,2).

Bewijs. Zie [ 1], Theorem 5.6.1. In feite is e

(resp. a
.= f(a) voor een geschikt
gekozen complexwaardige functie f, lokaal analytisch op een omgeving van

o(a), die 1 is op een omgeving van g, en 0 op een omgeving van Oye

1.15 Opmerking. In de situatie van 1.14 kan men nog iets meer aantonen,

namelijk dat o, juist het spectrum is van a; met betrekking tot de deel-
algebra e; B e, van B (ei is eenheid van deze deelalgebra alhoewel in het
algemeen I[eil| $ 1), en dat e; R(1;a) juist de resolvente is van a; in

deze deelalgebra voor A niet in o(a).

1.16 Definitie van pool van R(Aj;a) (ook pool van a genoemd), waarin a € B.

Stel o(a) heeft een gelsoleerd punt AO; de lokaal analytische functie
A—R(Aj;a) heeft dan een geisoleerd singulier punt A, Dan kan deze
functie in een Laurent-reeks ontwikkeld worden naar machten van A - Ao
(vel. 1.5):

R(A;8) = ] (A=) e ) (A=) a

n=0 n=1

met cn, dn € B voor alle n. Deze reeks convergeert in de norm van B voor
alle A € C met O < |x-x0[ < afstand ven Aj tot o(a) \{),}. Indien 4 =0
voor alle n > k+1, waarin k > 1, en 4 $ 0, dan wordt A, een pool van de
orde k van R(\j;a) genoemd. De verzameling polen van R(Aj;a) wordt aange-

duid met Pol o(a). Men noemt deze punten ook wel polen van a.

1.17 Opmerking. De coefficienten c en dn in de Laurent ontwikkeling van
R(Aja) vindt men met de gebruikelijke formules (zie [1], Sec. 3.11;

vgl. ook [41, § 5.8). Met name blijkt dan:
1°. d1 is de idempotent die correspondeert met de spectrale deelverzame-

ling {AO} van o(a)(zie 1.14; neem daar o, ='{AO} en o, = c(a)\\{xo},
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tenzij o(a) \ {AO} = ¢: in dat geval is 4, = e).

2°. Voor n = 1,2,... is

_ n
d 1= (a-xoe) a, .
Indien dus dk $0 (k> 1), dan is a # 0 voor 1 < n <k, en indien

d4q =0, dan is 4 = 0 voor alle n > k+1 (in deze situatie is A, dus

een pool van de orde k).

3”. Indien AO een pool is van R(Aja) van de orde k, dan is ad1 nulpunt van

een polynoom in B met complexe coefficienten:

" k+1 n k+1 n
0=ad,, = (a—AOe) a.d1 = Z W oad, = z un(ad1) .
n=1 n=1
want dn = d. en ad. = d.a. De Banachalgebra, voortgebracht door ad, is

1 1 1 1 1
dan dus eindig-dimensionaal.

4°, Tenslotte: AO is een enkelvoudige pool van R(Aj;a) als en slechts als

(a-2.e)d

0 1= o, da? wil zeggen: ad, = A0d1 .

1

1.18 Opmerking. Indien a € B, of(a) = o, U 0, waarin o en 0, onderling

1 2
disjuncte niet lege spectrale deelverzamelingen van o(a) zijn, dan is

(notatie: zie 1.1L4).
o(a1) =0, U {o} .

Indien O ¢ o,s dan is 0 een enkelvoudige pool van R(A;a1). (schets van
bewijs: zi] d1 de idempotent, horend bij de spectrale deelverzameling {0}

van c(a1); aangetoond moet worden, dat a1d1 =0 (zie 1.17(%°)). Welnu:

a, = a f(e) en d1 = g(aT) voor geschikte lokaalanalytische functies f en g.

;
Uit 1.7 en 1.10 volgt dan, dat a,d, = h(a), waarin h(1x) = x» £(1).g(Af(1)).

Het blijkt, dat f en g z8 gekozen kunnen worden, dat h nul is op een omge-

ving ven o(a). Dus a,d, = 0).
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1.19 Stelling. Indien voor a € B geldt, dat

RPN I 1
p:=1lim(= | a)
o Ti=q
bestaat, dan is
. 2

(i) p=pa=ap=p.

(ii) r(a) < 1, aus o(a) e {x | A e €& |A] < 1}

(iii) Als 1 § o(a), dan is p = O.

(iv) Als 1 € o(a), dan is p # 0. In dat geval is 1 een enkelvoudige pool
van R(A3a), en p is de idempotent die hoort bij de spectrale deel-
verzameling {1} van o(a).

Bewijs: Uit de aanname volgt vlot, dat lim i'an = 0 , en met behulp hier-

van toont men (i) en (ii) gemakkelijk aBn. Als 1 ¢ o(a), dan is

= p(e-a.)(e-a.)—1 = 0. (e—a.)-1 =0. Als 1 € o(a), dan 1 € o(a ), waarin
z a’ (zie 1.9), dus Ila || > 1 voor alle n, en dus p ¥ 0. Door

[2], ViI 8.3 met stelling 1.14 te combineren kan de rest van (iv) aange-
toond worden.
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2. Het spectrum van een operator in een Banachruimte.

2.1 Zij E een complexe Banachruimte, en zij L(E) de ruimte van alle be-
grensde lineaire operatoren ven E in E. Voorzien van de gebruikelijke norm
en met puntsgewijze optelling en scalaire vermenigvuldiging en met compo-
sitie van functies als ring-vermenigvuldiging is L(E) een Banachalgebra
met eenheid. De eenheid van L(E) is de identieke afbeelding van E op zich-
zelf, en we geven deze aan met 1E. Op deze algebra zijn dus alle begrippen
en stellingen uit §1 van toepassing. Gezien de aard van de elementen van
deze algebra is er een zekere verfijning mogelijk. Indien we, zoals gebrui-

kelijk is, noteren:

N(T)

{x e E| T(x) = 0} = 7" (0)

T(y)} = T(E)

R(T) = {x e E |3y ¢ E, x

waarin T € L(E) is, dan is de resolvente verzameling van T
p(T) = {x € € | N(A-T) = {0} & R(A-T) = E}

(dat @it de resolvente verzameling is volgt uit de open afbeeldingsstel-
ling van Banach; zie hiervoor bijvoorbeeld [2], II.2.2). Het spectrum van

T is dus

o(T) = {x e ¢ | N(A-T) % {0} of R(A-T) % E}.

Het spectrum wordt meestal als volgt onderverdeeld (voor andere speciale

deelverzamelingen van het spectrum: zie 1.4, 1.16 en voorts §3).

2.2 Definitie. Zij T € L(E), waarin E een complexe Banachruimte $ {0} is.
We verstaan onder
- het puntspectrum van T de verzameling

P o(T) := {x € o(T) | N(A-T) # {0}}.
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- het continue spectrum van T de verzameling

¢ o(T) := {x € o(T)| N(A-T) = {0} & R(A-T) = E}

- het rest spectrum van T de verzameling

R o(T) := {A € o(T)|N(A-T) = {0} & R(A-T) % E}

(hierin is steeds R(A-T) de afsluiting van R(A-T) in de normtopologie van
E).

2.3 Opmerking 1°. P o(T), C o(T) en R o(T) zijn paarsgewijs disjunkte

deelverzamelingen van o(T), en
o(T) = P o(T) u C o(T) UR o(T) .
2%, Voor A € € geldt:
A € P o(T) q::é}x e E: x#%#0enTx=Ax .

In dat geval heet A een eigenwaarde van T, x een eigenvector van T bij de
eigenivaarde A en N(A-T) de eigenruimte van T bij de eigenwaarde A.

In de algebra L(E), E een Banachruimte, zijn de idempotenten juist de con-

tinue projecties op de gesloten deelruimten:

. o . - . .
2.4 Stelling. 1 . Indien E E1 ® E2, waarin E1 en E2 gesloten deelruimten
van de Banachruimte E zijn, dan zijn er ondubbelzinnig bepaalde idempoten-
ten P, en P, in L(E) z8, dat

(i) PP, =PpP, =0enP, +P, =1

(ii) Ej R(Pj) = N(1E-Pj) voor j = 1,2.

2°. Indien omgekeerd P, en P, idempotenten in L(E) zijn 28, dat (i) geldt,

i

dan wordt door

E. := R(P.) =N(1_-P.) ={xe E| P.x =
J ( J) ( E J) | i* x}
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voor j = 1,2 een gesloten deelruimte van E gedefinieerd, en
E=E10E2 .

Bewijs: Zie [4], §L.8.

Met behulp van 2.4 kan de volgende aanvulling op 1.14 gegeven worden:

2.5 Stelling. Zij T € L(E) en neem aan, dat o(T) = o, Vo, waarin o, en

9 onderling disjuncte, niet lege gesloten verzamelingen zijn. Dan zijn

er projecties P, en P2 op gesloten deelruimten E, en E, van E 256, dat

E = E1 ] E2 en ;6, dat T volledig wordt gereduce;rd doir het paar {E1,E2},
dat wil zeggen: T(Ej) E.Ej voor j = 1,2. Bovendien, als Tj = TIEj, opgevat
als element van L(E.), dan is o. juist het spectrum van ’I‘j met betrekking
tot de algebra L(Ej) (j = 1,2).

Bewijs: Zie [L4], Theorem 5.7-B.

2.6 Stelling. Zij T € L(E) en 2ij A, een pool van R(A3;T) van de orde k,

en zij P1 de projectie die correspondeert met de spectrale deelverzameling
{3y} van o(T) (vel. 1.17(1°)). Dan is R(P,) = N((AO-T)k) en R(1-P) =

= R((XO-T)k), dus de in 2.5 genoemde decompositie van E is
E = N((AO-T)k) ® R((AO-T)k) .

Bovendien zijn het daal- en het klimgetal van AO-T beide gelijk aan k.
Bewijs: Zie [41, 5.8-A.

2.7 Opmerking. Het daalgetal ven T is het kleinste niet-negatieve gehele
getal k zd, dat R(Tn+1) = R(Tn) voor alle n > k; het deelgetal wordt ge-
definieerd als «», als R(T™) 4 R(T") voor alle n = 1,2,... . Het klim-
getal van T is het kleinste niet-negatieve gehele getal k 25, dat N(Tn+1)=
= N(T") voor alle n > k; het klimgetal wordt gedefinieerd als =, als
N(Tn+1

algebraisch te karakteriseren, z6, dat de laatste bewering van 2.6

) # N(T") voor alle n = 1,2,... . Het is mogelijk, deze getallen
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letterlijk en de overige beweringen van 2.6 bij geschikte interpretatie

blijven gelden in een willekeurige Banachalgebra met eenheid. Zie [6].

2.8 Stelling. Gegeven de situatie van 2.6. Dan is AO een eigenwaarde van T.
Bewijs: Zie [4], 5.8-A.

2.9 Stelling. Zij T € L(E), en zij Ag € € zodanig, dat voor zekere n € N
(%) E = N(2,-T)") @ R((A,-T)").

Dan is A, een pool van R(A;T) van de orde k, waarin k het kleinste der na-
tuurlijke getallen n is, waarvoor () geldt.
Bewijs: Volgens S. Goldberg "Unbounded linear operators",Theorem IV. 1.12

is R((AO-T)n) gesloten als aan (*) voldaan is. Zie verder [4], 5.8-D.
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3. Onderverdelingen van het spectrum.

3.0 Zie 2.2 voor de definitie van P o(T), C o(T) en R o(T).

3.1 Definitie. Zij E een komplekse Banachruimte, E # {0} en zij T e L(E).

X € C heet een approximatieve eigenwaarde van T als

Ve >0 TxekE: |[|x|]| =1en |[|(A-T)x|| <€ .

Het approximatieve puntspektrum ven T is de verzameling

A o(T) := {)A € € | A is een approximatieve eigenwaarde van T}.

Het kompressiespektrum van T is de verzameling

.
[}

K o(T) {x» € ¢ | R(A-T) # E}.

3.2 Stelling. Zij T € L(E) en zij X € €. De volgende beweringen zijn
equivalent:

(1) x e Aa(T);

(ii) Ye >0 dx e E: x %0 en |[|(A-T)x|| < e ||x]];

(iii) Er is een rij {x } in E met ||xn|| = 1 voor allen en ()\—T)xn + 03
(iv) A-T : E > R(A-T) heeft geen begrensde inverse.

Bewijs:

(i)e=(ii)e(iii): triviaal.

(i)e(iv): [71, p. 30L.

3.3 Stelling. 2ij T € L(E). Dan geldt:

(i) P o(T) u € o(T) c A o(T);

(ii) R o(T) < K o(T);

(iii) 90(T) < A o(T), (waarbij 30(T) de topologische rand van o(T) is).
Bewijs:

(i) C71, p. 305; [2], Exercise 26, p. 583.

(ii) triviaal.

(iii) [81, Problem 63,



167

3.4 Schematische voorstelling van de verdeling van het spectrum.

~
\\\\\\ 1u2 =P o(T).
1 2 * 3 = C o(T).
\ 4 us=Ro(T).
5 )1 v2u3ulb = A o(T).
/ 2 ulbus=Ko(T).

3.5 Stelling. Zij T € L(E). Dan geldt:
(i) o(T) \ A o(T) is open in C;

(ii) A o(T) is gesloten in C.

Bewijs: [8], Problem 62.

3.6 Stelling. Het verband tussen o(T) en o(T').

7ij T € L(E) en zij T' de geadjungeerde operator. Dan geldt:
(1)  o(T) = o(T');

(ii) K o(T) = P o(T');

(iii) P o(T) < K o(T');

(iv) c o(T') < C o(T);

(v) o(T) = A o(T) uP o(T");

(vi) v is een pool van de orde k(>1) van R(A3T) als en slechts als v een

pool is van de orde k van R(A;T').
Bewijs. Volgens [7], Exercise 18.1, p. 304 geldt:
(a) p(T) = p(T'), dus o(T) = o(T'); (b) R o(T) c P o(T');
(¢) P o(T) «c Po(T') UuR o(T') en (d) C o(T') e C o(T).
De beweringen (b) en (c) zijn gemakkelijk te verscherpen tot (ii) en (iii).

Zie ook [2], lemma VII. 3.7, p. 568 en Exercise VII. 5.9 p. 581 en [8],
Problem 58. (v) volgt direkt uit (ii) en uit het feit dat

o(T) = P o(T) u ¢ o(T) u Ro(T) = A o(T) u K o(T).
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3.7 Stelling. Zij E een komplekse Banachruimte, E # {0}; zij T € L(E) en
zij F een gesloten T-invariante deelruimte ongelijk aan {0} en E. Zij T

’\:
resp. T de door T in F resp. = E/F geInduceerde operator. Dan geldt:

(i) of(T) < o(Tp) v c(@)
(ii) p_(T) < p(T ) n o(T) (hierbij is p_(T) de onbegrensde komponent
van p(T)).
Bewijs: N
(1) AlsmN(A-TF) = {0} en N(A-T) = {0} dan N(A-T) = {0}. Als R(A—T )= F
v

en R(A-T) = E dan R(A-T)
v 4" L")

een y € E 28, dat (A\-T)y

E, immers ZlJ x € E. Omdat R(A-T) is er

x. Daaruit volgt het bestaan van v, € E en

z, € F 28, dat (A-T)y1 =z + z,. Ondat R(X-TF) = F is er een vy, €F z8,

d;t (A-T)y =2y Mear dan geldt (A-T) (y1-y2) = z zodat z € R(A-T). Der-
halve: p(T ) n p(T) c p(T).

(ii) Als A € 0(T) dan hebben T, R(A;T) en A - T dezelfde gesloten invari-
ante deelruimten. Daaruit volgt direkt dat (A-T)(F) = F = R(A;T)(F) voor

A e p (T), zodat R(A-TF)= F& Uit N(A-T) = {0} volgt N(A A-T ) = {0}

en uit R(A-T) = E volgt R(A-T) = E Tenslotte volgt uit N(X-T) {0}

en R(A—TF) = F dat N(A-%) = m, immers zij % e N(A—T) en zij x € ¥. Dan
(A\-T)x € F. Omdat R(A-TF) =F is er eeny € F 26 dat (A-T)x = (A-T)y
Uit N(A-T) = {0} volgt x =y, dus x € F en daarmee % = 0.

Hieruit volgt dus p_(T) c p(TF) n p(%)

3.8 Stelling. Zij E een komplekse Banachruimte, E % {0}; zij T € L(E) en
zij F Sen niet-triviale geslozen T-invariante deelruimte van E. Zij Ts
resp. T de door T in F resp. E = E/F geInduceerde operator. Zij AO eC,
z8, dat

Je>0 Vaec: o« ]x-xol <e=3xep(T).

(d.w.z.: een omgeving van AO’ uitgezonderd eventueel AO zelf, ligt in de

onbegrensde komponent van p(T)).

(i) Als AO een pool is van R(A;T) van de orde n > O, daﬁ is Ao een pool
van R(A;TF) ven de orde k, > O en een pool van R(A;T) van de orde

k, >0 z8 dat
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k, Vky,<n<k, +k, . (1)

(ii) Als A, een pool is van R(A;TF) van de orde k, > 0 en een pool van
4v
R(A3T) van de orde k

n > 0 z8 dat

> 0 dan is A  een pool van R(A;T) van de orde

2 0

k, Vk,Sn<k +k (2)

2 1 2

(We noemen A een pool van de orde O van R(XA;T) als Ao € p(T)).

0
Bewijs:

(i) Als n = 0 dan Ay € Py (T) dus Ay € p(TF) n p(%), zodat k, = k, = 0.
Formule (1) is in dat geval juist. Stel nun > 1. Dan is Ay een geisolesrd
punt van o(T). Uit stelling 3.7. volgt dan: als 30 € c(TF) resp. A, € o(T)
dan is A, gelsoleerd punt van c(TF) resp. van o(T).

0
Ontwikkel R(A;T) in een Laurentreeks om Aj:

n e <]
R(A;T) = (A2 )™ B+ (=2 )% A .
kZ1 0 X RZO o) A

F is een invariante deelruimte van alle ko&fficiénten Ak en Bk' Daaruit
volgt:

De Laurentreeksontwikkeling van R(A;TF) om XO is

R(A3T) = E (-2 )Fm _+ E (- 2"
TP L 0 KF Lo o)

waarbij A = Ale en B . = Bk|F. .
De Leurentreeksontwikkeling van R(A;T) om AO is

R(A;T) = E (a-r)7® Ek + E (-r ) Xk
i k=1 0 ‘ k=0 0

N " N
waarbij Ak resp. Bk de door Ak resp. Ek in E = E/F geInduceerde operator
is. Hieruit volgt: R(A;TF) resp. R(A;T) heeft in A, een pool van de orde ky
1 5 D zoda.tk1vk25

resp. k, met 0 < k
Als ky =nof k;, =n dan geldt zeker n < k, + k2. Stel nu dat R(X;TF)

een pool heeft van de orde k, < n (eventueel k, = 0).

<nenO <k n.

N
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Dan F c N(Bk1+1). Nu geldt Bk1+1 ° Bn_k1 =B $# 0, dus R(Bn_k1) ¢ N(Bk1+1),
N
waaruit volgt R(B ) ¢ F dus B # 0. Konklusie: k_ > n - k,, dus
n-k1 n-k1 2 — 1
n :_k1 + k2.

n
(ii) A1s k, =k, =0 dan Aj € p(TF) n p(T) dus o 2
formule (2) is juist. Stel nu k, >0 of k, > 0. Uit Ay € o(TF) u o(T) en
N
o (T) < p(TF) n p(T) volgt Ay € o(T), en XO geIsoleerd punt van o(T).

Ontwikkel R(A3T) in een Laurentreeks om A :

€ p(T). Dan n = 0, dus

0
oo _ ©o k
ROGT) = [ O™ + [ (-a ).
k=1 0 kko 0k
Als k > k, dan Ble =0 dus F c N(Bk).
n
Als k > k, dan B_ = 0 dus R(Bk) c F.
Bk el " Bk 4 ° Bk 4= 0 want R(Bk +1) cFc N(Bk +1). Dus Bk = 0 voor
1752 1 2 2 1
k > k1+k2. Voorts geldt:

Y
Bk1|F $ 0 dus Bk1 $ 0 en Bk2 $ 0 dus Bk2 $ 0.

Daaruit volgt: R(A;T) heeft in Ay een pool van de orde n met

k, VK, <n<k +k,.
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4. Een spektrum-bewarende inbedding.

4.1 Definitie. Zij E een komplekse Banachruimte. Zi]
m(E) := {(x ) e B |3M>0 VYnen: ||xn|| < M}. m(E) is een Banach-
ruimte t.o.v. de koordinsatsgewijze optelling en skalaire vermenigvuldi-

ging en de norm

||(xn)n|| = sup{Han | n e},
Zij co(E) = {(xn)n e m(E) | lim x = 0}. cO(E) is een gesloten lineaire
n->o
deelruimte van m(E). Definieer nu E := m(E)/cO(E), en definieer een af-

beelding ng : B> E door nE(x) = (xn)n + cO(E), waarbij x = x voor alle
7ij F eveneens een komplekse Banachruimte en zij T € L(E,F). Definieer
dan T : E~> F door T ((xn)n + cO(E)) = (T)q:m)n + co(F).

4.2 Lemma. (Lotz [91, Satz 2.1; Satz 2.2; Satz 2.3).
(i) E is een Banachruimte, en voor de quotiéntnorm geldt:
Il(xn)n + cO(E)H = limsup{Hxn[I | n e m}.

(ii) ng E > E is een isometrische lineaire afbeelding.

(iii) Als T € L(E,F) dan T e L(E,F).

(iv) SoT = '§°E"en.fE=I§

(v) De afbeelding T—T van L(E,F) in L(E,F) is een isometrische line-
aire afbeelding. De afbeelding T+>T van L(E) is L(E) is een iso-
metrisch algebra-homomorfisme.

(vi) Als T e L(E,F) dan ng © T=T o ng.

4.3 Stelling. (Lotz [9], Satz 2.4).

Zij E # {0} en zij T € L(E). Dan geldt:
(i) o) = o(D;

(ii) P o(T) = A o(T) = A o(T);

(iii) Als A € p(T) dan R(A;T) = R(A;T).



172

Bewijs:

Volgens Lemma 4.2 (v) geldt voor A € p(T):
R(A;T) (AI-T) = (AI-T) R(A;T) = I

Daaruit volgt o(T) c o(T). Uit de konstruktie van E volgt direkt dat
A o(T) ¢ A o(T) en A o(T) c P o(T). Altijd geldt P o(T) c A o(T), dus

P o(T) = A o(T) = Ac(T).

Zij nu A € o(T) \A o(T). 2ij F = R(A-T); dan F % {0} en F % E. Zij

0% fo eFl en o0 $ X, € E. Definieer U : E » E door U(x) = fo(x).xo. Dan is
U o (A-T) = 0, dus volgens Lemma 4.2 (v) geldt dan U.(A-T) = 0. Daar U # 0
is A € o(T). Derhalve: o(T) \ A o(T) c o(T), dus o(T) = o(T). Als A € p(T)
dan R(A;T) = R(A;T).
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5. De kompleksifikatie van een re€le Banachruimte.

5.1 Definities. Zij E een reéle lineaire ruimte. De kompleksifikatie ES van
E is de verzameling E x E waarin een optelling eh een skalaire vermenigvul-

diging gedefinieerd zijn door:

(xpayy) *+ (xpyp) 3= (g, 344

(a+iB) (x,y) (ax-By, Bx+ay).

Men gaat gemakkelijk na dat EC een komplekse lineaire ruimte is. Als E

. . . c e s
een genormeerde ruimte is, kunnen we in E~ een norm definiéren door:

|| (x,5)|| := sup{||x cosa + y sina|| | o € R}.
c
(EC, ||.||c) is een komplekse genormeerde ruimte. EC is een Banachruimte
als en slechts als E een Banachruimte is. Definieer Ig ¢ E > E® door

JE(X) = (x,0). Ig

restriktie (E€). van EC. Als E een genormeerde ruimte is, dan is J een
0 E

is een 1-1 duidige lineaire afbeelding van E in de reé€le
isometrie, en JE(E) is een gesloten lineaire deelruimte van (Ec)o. We iden-
tificeren E met zijn beeld onder J,. Voor z = (x,y) € E® kunnen we dan
schrijven:

z = (x,y) = (x,0) + i(y,0) = x + iy.

Deze schrijfwijze is uniek, dus (Ec)O =E @ iE.

Zij ook F een re&le lineaire ruimte, en zij T : E > F een lineaire afbeel-

ding. We definiéren de kompleksifikatie T van T door Tc(x,y) := (Tx,Ty).

Men gaat gemskkelijk na dat T een lineaire afbeelding is van ES in FC.

Als E en F genormeerde ruimten zijn, en als T ¢ L(E,F) dan is ™ e L(ES,F®)

en ||T°]|_ = ||T||. Verder gelat: (s e 7)€ =81, 1.°=1 en
E
T o JE = JF o T. Wanneer we spreken over een spektrale eigenschap van T be-

doelen we een spektrale eigenschap van 7%, In het biezonder:
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o(T) is per definitie gelijk aan o(T°).

5.2 Lemma. Zij E een komplekse Banachruimte met norm ||.|| en zij E_ een
gesloten re€le deelruimte van E (d.w.z. : een gesloten lineaire deelruim-
te van de reéle restriktie EO van E), met de eigenschap E

=E_®&1iE.
r r
Dan geldt:

0
(i) De projekties P, :Ey>E enP, : Ej > 1i E_ zijn begrensd;
(ii) De ||.||-norm en de kompleksifikatie-norm ||.||c (gedefinieerd door
|]x+iy]|c := sup{||x cosa + y sina|| | @ € R}) zijn equivalent.
Bewijs:
(i) Men gaat gemakkelijk na dat de projekties gesloten zijn.
(ii) 2ij z = x + iy € E. Dan geldt ||x cos a + y sina|| < ||x|] + ||¥]],
dus ||Z||c = sup{||x cosa + y sina|| | « € R} < ||x|]| + ||y]] =
= ezl Heyall < (Uleg 11+ eyl DI 2l
Verder geldt:

||x|] < sup{||x cosa +y sina|| | o € R} = ||z||c en
||y|[ < sup{||x cosa + y sina|| | @ € R} = [lz]] ., dus

- c
Hzl| = Heriy[] < [l + Hyll <2 [1z]],.

Konklusie: 3|]z]] < [lzl], < ([[2,1] + |12,1 D]zl
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